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Fig. 1. Le sujet en une image – Etant donné un jeu de données (Fig. 1(a): densité électronique en chimie quantique), le diagramme
de persistance (Fig. 1(b)) est une signature concise, stable et robuste des principales structures topologiques présentes dans les
données. Par exemples, les barres bleues (homologie persitante de dimension 0) indiquent les composantes connexes principales
des sous-ensembles de niveau (solide gris transparent, Fig. 1(a)) tandis que les barres vertes (homologie persistante de dimension
1) indiquent les anses topologiques principales. Ces mêmes barres sont représentées dans les données originales (Fig. 1(a)), où
elles relient les points critiques responsables de la création et de la destruction de ces structures topologiques. Le diagramme de
persistance est une représentation centrale en analyse topologique de données, qui est très utilisée en tant que descripteur structurel
pour l’apprentissage, l’analyse statistique et la visualisation. Dans ce stage, nous souhaitons mettre au point une méthode haute
performance pour le calcul de ces diagrammes, reposant sur du parallélisme distribué et exploitant la théorie de Morse discrète.
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1 CONTEXTE

L’analyse topologique de données (TDA) [11, 16, 38, 48, 49] est une
thématique à cheval entre informatique et mathématiques appliquées,
qui propose d’extraire, de mesurer et de comparer des informations
structurelles cachées au sein de données complexes. Elle repose sur des
concepts de topologie [36] documentés dans des livres de référence [16]
et connaît un essor important depuis quelques années, dû principale-
ment à ses succès récents en data science [15, 38, 49] et en machine
learning [10, 14], ainsi qu’aux développements open-source récents la
mettant en oeuvre [3, 52].

L’analyse topologique de données repose aujourd’hui sur une boite à
outil de représentations topologiques de données (comme le diagramme
de persistance [16, 17], le graphe de Reeb [23–26, 39, 54], le complexe
de Morse-Smale [19, 29, 35]) dont la concision et la pertinence pra-
tique a été documentée dans de nombreuses applications, comme en
imagerie médicale [4, 9], en biologie cellulaire [30], en mécanique des
fluides [8, 12, 22, 32, 45, 50], en physique des matériaux [18, 31, 34, 44],
en combustion [6, 7, 28, 33], en chimie moléculaire [5, 21, 37], en
astrophysique [43, 47], en traitement de surfaces [51, 53, 55, 57], en
compression [46] ou encore en monitoring de simulations numériques
haute-performance [41].

• Pierre Fortin is with the University of Lille, CNRS, CRIStAL UMR 9189,
France. E-mails: pierre.fortin@univ-lille.fr.

• Julien Tierny is with Sorbonne Université, CNRS, LIP6 UMR 7606,
France. E-mails: julien.tierny@sorbonne-universite.fr.

Le diagramme de persistence (Fig. 1(b)) est une représentation cen-
trale en analyse topologique de donnée. Il s’agit d’une signature con-
cise, stable et robuste des principales structures topologiques présentes
dans un jeu de données. Il est très utilisé en tant que descripteur
structurel pour l’apprentissage, l’analyse statistique et la visualisation.
Plusieurs algorithmes efficaces ont été mis au point pour son calcul [1],
dont un algorithme parallèle de référence [2]. Cependant, la construc-
tion de ce diagramme est encore coûteuse en temps et difficilement
envisageable pour des jeux de données de très grande taille (au delà de
109 points), typiquement rencontrés dans des applications intensives à
haute performance.

Dans ce stage, nous souhaitons développer une approche haute-
performance pour le calcul distribué de diagrammes de persistence de
très grands jeux de données. Pour cela, nous souhaitons nous focaliser
sur la théorie de Morse discrète, grâce à laquelle nous avons déjà
obtenu des résultats préliminaires très prometteurs pour ce problème.
A l’issue de ce stage, l’algorithme développé permettra de calculer
des diagrammes de persistance sur des jeux de données d’une taille
sans précédent dans un contexte haute-performance (i.e. sur un super-
calculateur), mais aussi de traiter de gros volumes de données sur de
petits matériels (e.g. ordinateur portable) en mode out-of-core.

2 PROBLÈME SCIENTIFIQUE

Diagramme de persistance: Les données considérées en entrée sont
fournies de manière générique sous la forme d’une fonction scalaire
linéaire par morceaux f : M →R, associant une valeur réelle à chaque
sommet d’une triangulation M (qui représente par exemple un objet 3D,
Fig. 1). En pratique, f représente dans les applications des estimations



Fig. 2. Le diagramme de persistance [16, 17] est une signature
topologique de donnée simple, sur laquelle nous nous focaliserons pen-
dant ce stage. Elle permet de réduire les données en entrée (image en
niveau de gris, illustrée par un terrain, (a)) en un nuage de points 2D
(diagramme sur la droite) représentant par un point chaque structure
topologique (composante connexe, cycle, cavité, etc.) observée dans les
données, en fonction de son importance dans les données (distance à la
diagonale). Cette représentation permet de résumer de manière concise
les structures principales présentes dans un jeu de données et présente
des propriétés de stabilité intéressante en présence de bruit (b), où les
structures bruitées vont typiquement être localisées prêt de la diagonale.

de densité [14], des niveaux de concentrations [18], des potentiels [21],
des intensités [4], des températures [7], etc. Les sous-ensembles de
niveau f−1

−∞(i) sont définis comme la pré-image de l’intervalle ouvert
]−∞, i[ sur M . Simplement, il s’agit de l’ensemble des points de l’objet
au dessous d’une certaine valeur i. Quand i augmente, f−1

−∞(i) change
de topologie en un nombre fini de configurations: ses nombres de Betti
[16, 58] (nombres de composantes connexes, de cycles indépendants,
de cavités, etc...) changent sur des points singuliers, appelés points
critiques (sphères de couleur, Fig. 2). Chaque structure topologique
de f−1

−∞(i) est donc créée sur un premier point critique à une valeur
i, puis détruite sur un second point critique à une valeur j > i. Le
diagramme de persistance D( f ) [13, 17] (Fig. 2) est une représentation
graphique de ce processus, où chaque classe d’homologie persistante
(chaque structure topologique) est représentée par une barre verticale
pour laquelle la cordonnée en abscisse correspond à la valeur i et les
extrémités en ordonnées correspondent à i et j. La persistance de la
classe est donnée par | j− i|. Dans ce diagramme, le bruit topologique
apparait donc sous la forme de petites barres, proche de la diagonale
(| j− i| → 0), voir [48].

Théorie de Morse discrète: La théorie de Morse discrète [20] est
un formalisme récent qui permet de représenter de manière simple,
robuste et cohérente les singularités d’une fonction scalaire (et donc, en
principe d’en comprendre la structure). Elle a notamment joué un rôle
central il y a une dizaine d’années pour la construction robuste d’une
représentation topologique de données appelée le complexe de Morse-
Smale [29,40,42,52]. Il s’agit d’un complexe cellulaire plus simple que
les données initiales (i.e. les sommets de ce complexe correspondent
aux points critiques de la fonction, Fig. 3(b)). Ainsi, certains auteurs
se sont servis de cette représentation réduite pour déduire efficacement
le diagramme de persistence [27, 40]. Récemment, nous avons obtenu
des résultats préliminaires montrant que seule une petite sous-partie
du complexe de Morse-Smale est en fait nécessaire pour calculer le
diagramme de persistance, donnant lieu à un nouvel algorithme très
efficace de calcul, améliorant significativement les approches de l’état
de l’art [2] (la publication correspondante est en cours de rédaction).

Dans ce stage, nous souhaitons étendre ce nouvel algorithme à la par-
allélisation en mémoire distribuée, afin de pouvoir traiter efficacement
des données d’une taille sans précédent (typiquement, sur un super-
calculateur). Pour cela, nous nous appuierons sur une décomposition
spatiale des données en entrée sous la forme de sous-blocs, comme
typiquement rencontré en calcul haute-performance. La difficulté prin-
cipale consistera alors à mettre au point une méthode permettant de
propager efficacement les informations topologiques globales entre
sous-blocs distincts, afin de garantir l’exactitude du résultat en sor-
tie. A l’issue de cette étape, l’algorithme développé pourra également
être utilisé sur de petits matériels (i.e. ordinateurs portables) en mode
out-of-core, où les sous-blocs seraient considérés un à la fois.

(a) (b)

Fig. 3. 3(a): gradient discret (flèches bleues: vecteurs sommets-arêtes,
flèches vertes: vecteurs arêtes-triangles) calculé depuis une fonction
linéaire par morceaux sur une triangulation 2D (gradient de couleur
dans les triangles, bleu: valeurs basses, vert: valeurs hautes). 3(b) Le
complexe de Morse-Smale est un complexe cellulaire plus simple que la
donnée en entrée. En particulier, ses sommets sont les points critiques
de la fonction (sphères, bleu: minima, blanc: points selles, vert: maxima)
et ses cellules de dimension 1 sont les séparatrices (cylindres blancs).

3 PERSPECTIVES

Ce stage est proposé dans l’optique d’une poursuite en thèse de doctorat
sur le thème de l’analyse topologique de données haute-performance.
Cette thèse se déroulerait dans le cadre du projet européen TORI1, qui
finance une équipe-projet d’une dizaine de personnes pour une durée
de 5 ans (sur le thème de l’analyse topologique de données), via la
distinction ERC2 (sélective et prestigieuse) attribuée par la Commission
Européenne à Julien Tierny.

De manière plus générale, ce stage et sa possible poursuite en
thèse apporteront un bagage de compétences scientifiques et tech-
niques pointues et recherchées dans le domaine de la data science
et de l’analyse et de la visualisation de données (TDA, TTK [52], Par-
aView [59]). Il constitue donc une expérience fortement valorisable
pour accéder à des fonctions R&D sur ces thèmes, dans le monde
académique comme industriel (Kitware, EDF, Total, CEA, etc.).

4 ORGANISATION DU STAGE

Le stage pourra se dérouler selon les étapes suivantes:

1. Etudier la bibliographie existante sur:

• l’analyse topologique de données [16, 48];
• les algorithmes de l’état de l’art pour le calcul de dia-

grammes de persistance [1, 2];
• notre approche initiale par théorie de Morse discrète (publi-

cation en cours de rédaction).

2. Imaginer et mettre en oeuvre un algorithme de calcul distribué
par théorie de Morse discrète.

3. Valider l’approche d’un point de vue expérimental sur une var-
iété de jeux de données pratiques provenant de divers contextes
applicatifs, à la fois sur des serveurs de calcul (en particulier
MESU [56], 3456 coeurs répartis sur 144 noeuds de calcul) et sur
du petit matériel (calcul out-of-core).

Les programmes d’expérimentation seront écrits en C++, sous
la forme de modules pour la plate-forme open-source d’analyse
topologique de données “Topology ToolKit” (TTK) [52] (intégrée à
ParaView [59]).

Le stage peut durer de 4 à 6 mois, selon les disponibilités du stagiaire,
à partir du 5 Avril 2021 (date de démarrage ajustable si nécessaire). Il
s’agit d’un stage rémunéré (gratification académique standard, prise en
charge partielle des frais de transport).

1http://erc-tori.github.io
2https://en.wikipedia.org/wiki/European_Research_Council
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5 PROFIL

Nous recherchons un(e) étudiant(e) très motivé(e)! Curiosité, ouverture
d’esprit, créativité, et ténacité sont les aptitudes de caractère que nous
recherchons. Ce stage s’adresse aux étudiants en dernière année de
master en informatique ou mathématiques appliquées (et domaines
connexes) ou aux étudiants en dernière année d’école d’ingénieurs.
Le stagiaire devra être à l’aise avec la programmation en C/C++
avec OpenMP et MPI, ou motivé pour le devenir. Un intérêt pour
la géométrie, la topologie et plus généralement pour les mathématiques
et l’informatique est requis.

6 LIEU

Ce stage aura lieu au laboratoire d’informatique (LIP6) de Sorbonne
Université, en plein coeur de Paris (arrêt Jussieu, lignes 7 et 10). Les
modalités précises d’accueil physique au LIP6 seront cependant pos-
siblement amenées à évoluer, en fonction des restrictions sanitaires
(liées au Covid-19) en vigueur au moment du stage. Le stage sera
encadré par Julien Tierny (chercheur au CNRS, expert en méthodes
topologiques pour l’analyse et la visualisation de données, https://julien-
tierny.github.io/) et Pierre Fortin (maître de conférence à l’Université
de Lille, https://pro.univ-lille.fr/pierre -fortin/, expert en calcul haute
performance).

7 CANDIDATURES

Nous invitons les candidat(e)s à nous faire parvenir leur lettre de
candidature accompagnée d’un CV mis à jour à Julien Tierny et
Pierre Fortin (julien.tierny@sorbonne- universite.fr, pierre.fortin@univ-
lille.fr). Nous vous encourageons à nous contacter par email pour toute
question ou pour discuter davantage du sujet.
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