TD : Outils mathématiques

Premiere partie Généralités 1
Tracé d’allures

Quelques fonctions Donner les allures des fonctions suivantes
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Dilatations
sin(kx)

Comparer les graphes de sinx, ksinx et

Puissance débitée par une pile On peut montrer que la
puissance débitée par une pile est de la forme : P = Eoi Ri?,
aveci>0.
1  -Tracer I'allure de cette puissance.
2 - Déterminer la valeur de l'intensité qui maximise
cette puissance et exprimer en fonction de Eo et R la valeur
de la puissance maximale.

Mouvement d’'un mobile Le mouvement d’un mobile de masse
m se déplagant sur un banc incliné d’un angle @ par rapport a
I’horizontale et soumise a I'action d’aimants placés en bout de
banc est repéré par la donnée de x, la distance instantané
entre les aimants et le mobile. On peut construire une énergie
potentielleEP("":) = % + mgxsina

1  -Tracer I'allure de I'énergie potentielle.

2 - Exprimer la position xo du minimum local de cette
fonction.

Charge d’un capteur capacitif La plupart des surfaces tactiles
utilisent des capteurs capacitifs. La tension aux bornes d’un tel
capteur, soumis a un échelon de tension est de la la forme : U
=E(1et9)

1 -Tracer l'allure de la fonction.

2 - Déterminer la pente initiale de la fonction.

3 - Déterminer l'expression de la fonction h(t),
tangente a U(t) en t = 0. Tracer cette tangente sur le méme
graphe. 4 - On appelle temps de montée tm la durée
nécessaire pour que le signal passe de 10% de sa valeur
finale a3 90% de sa valeur finale. Exprimer tmen fonction de
a.

Impédance d’un dip6le On peut montrer qu’une bobine est
caractérisée par une _grandeur appelée impédance, dont le
module est : z = pR% + /22,

1 - Tracer l'allure de ce module en fonction de !/ pour

!'variant de2 - Donner le domaine de0 a +1. ! dans lequel il est
pertinent de considérer z comme une constante. Donner le
domaine de ! dans lequel il est pertinent de considérer z

comme une fonction linéaire.

2 Modéle de force non-linéaire

Soit un oscillateur non-linéaire caractérisé par la fonction
suivante :

1. On souhaite modéliser cette courbe par la fonction
ylz) = 2 L :
x=+wy, Déterminer la position du maximum de cette

fonction et la valeur de ce maximum. En utilisant la courbe,
déterminer les valeurs numériques de k et xo.

2. Déterminer le modeéle affine de cette caractéristique
au voisinage de x = 3.
3. Donner I'équation qui permet de savoir a quelle

distance de ce point le modele s’éloigne de la réalité de plus
de 0,1.

3 Mise en forme d’un signal

On cherche a mettre en forme le signal suivant, dans la
partie ou il correspond a une exponentielle décroissante. Les
réglages sont 0,1ms/div et 2V/div.

1. A laide du graphe, déterminer I'amplitude et le
temps typique de décroissance.
2. Ecrire le signal u(t) en prenant garde a l'origine des

temps. En déduire I'amplitude du signal au moment ol
I'alimentation - en rouge - reprend.

3. Avec quelle précision peut-on considérer que le
signal est nul pour un temps correspondant a 4,5carreaux?
Comparer cette précision avec la largeur du trait de mesure et
conclure.
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4 Interaction de Van der Waals

L'énergie potentielle d’interaction entre deux molécules
, . Ey(r) = %+ 5 5
d’un gaz est donnée par : ~p 76 7T 712 ou r est la

distance entre deux molécules, a et b deux nombres positifs.

1. Quelles sont les unités des constantes a et b? Tracer
I'allure de cette énergie potentielle en fonction de r.
2. Calculer la valeur rede r qui correspond au minimum

de I’énergie potentielle.

5 Détecteur de particules

Un détecteur de particules fournit un signal électrique de la
forme: V(t) =Voln(1 + t/B) sit<tiet V(t) =Aetsit > t1.

1. Tracer I'allure de V (t) sachant qu’elle est continue. A
quoi correspondent respectivement @ et ? On précisera la
valeur extrémale de V (t). Déterminer A (on pourra noter V1
un des intermédiaires de calcul).

2. Exprimer la dérivée temporelle de V (t) en t = 0.
Exprimer la dérivée seconde de V (t) en t = 0. Existe-t-il un
rapport entre ces deux grandeurs?

3. Exprimer le temps de montée tn défini comme le
temps mis par le signal pour atteindre la moitié de sa valeur
extrémale.

4, Montrer que la dérivée premiere de V (t) nest pas

- .
continue en ti1. Exprimer sa discontinuitéV () Vit ) 6

Régimes transitoires

Soit une tension dans un circuit décrite par la fonction u(t)
F = dzx d*x
= uocos(!t). On note®* — at i,

1 -Exprimeru'(t), u’(t=0), u(t) etu’(t=0).

Soit maintenant une tension décrite par la fonction u(t) =
Acos(!t) + Bsin(/t).

2 -Exprimer u(t=0), u'(t), u'(t=0). Sachant que u(t
=0)=0etu'(t=0)=u'o, déterminer A et B. Tracer I'allure
de cette fonction.

Soit maintenant une tension de la forme : u(t) = tAcos Bsin
e 7( Qt + Qt)
3 - Exprimer u(t = 0), @(¢), u(t = 0)

et & =

. Sachant que
u(t=0)=0etu’(t=0)=u'o, déterminer A et B. Tracer I'allure
de cette fonction.

Soit maintenant une tension de la forme : u(t) =

4 - Exprimer u(t = 0), u'(t), u'(t = 0). Sachant que u(t = 0)
=0etu'(t=0)=u'o, déterminer A et B. Tracer l'allure de cette
fonction.

7 Lien fonction/dérivée

La vitesse d’'un paquebot de masse m lors d’un freinage
s’écrit : v(t) = voe V2.

1 - Exprimer v" en fonction du temps et des paramétres
constants du probléme. En déduire qu’il existe une relation
simple entre v, v et [@. En supposant que cette relation est
issue du principe fondamental de la dynamique appliqué au
paquebot, en déduire I'expression de la force de frottement

subie par le paquebot.
N . L. = Yo
Dans un autre modéle, la vitesse s’écrit () = .

2 - Exprimer v’ en fonction de vo, t et B. En déduire qu’il
existe une relation simple entre v', Bl et v. De méme que
précédemment, en déduire I'expression de la force de
frottement cohérente avec une telle évolution.

Laltitude d’un lévitron est donnée par : z(t) =
zocos(!t)

3 - Exprimer z'(t) puis z'(t). En déduire une relation
simple entre z°, zet /.

8 Fonctions composées

Lors du freinage d’'un TGV de masse m, la vitesse v(t) vérifie
3

I'équation :Fdf,(%m“z) = av
1 - Exprimer le terme de gauche en fonction de m, v et
v'. En déduire une équation liant v', @, m et v.
Dans un circuit LC, la charge q(t) du condensateur C vérifie
I’équation : LCq 2 + g% = cste.
2 - Dériver cette équation par rapport au temps.
Soit z l'altitude d’une bille dans un saladier hémisphérique

de rayon ro. On peut montrer par le théoréme de

Pythagore que z = pro? r2 3 -

d

Exprimeradr.

I8

On considere le cas ol r(t) varie : on définit " = dry.

4 - Exprimer z' et commenter géométriquement.

9 Fonctions sinusoidales

Ecriture d’'une fonction Mise en forme 1. Donner |'expression
de la tension u(t) dont le graphe est figuré ci-apres.
Déterminer sa valeur moyenne et la valeur efficace de sa
composante alternative.



u(f) en volts
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Probléme inverse

Soit un signal sinusoidal d'amplitude maximale 2 Volts, et de
période 2 ms.

2. Tracer-le. Tracer sur le méme schéma un signal sinusoidal
d’amplitude double et de fréquence double du précédent,
initialement déphasé d’un quart de période.

Ecriture de deux fonctions Lorsqu'on alimente wun
transformateur, on observe en deux points du circuit les
tensions suivantes, que I'on notera respectivement ui(t) (en
rouge) et uz(t) (en bleu).
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Temps en s

1. Déterminer la période et la pulsation des deux signaux :
sont-ils synchrones? Déterminer les amplitudes uzo et uio des
deux signaux.

2 - Déterminer de trois manieres différentes la phase a
I'origine du signal rouge si on I’écrit a I'aide d’une fonction sin.
Déterminer de méme, de trois manieres différentes, la phase
a l'origine du signal bleu, si on I'écrit a I'aide d’une fonction sin.

3. Déterminer le déphasage entre ces deux fonctions,
en précisant bien quel signal est en avance par rapport a
I'autre et en le reliant au signe du déphasage. Est-il cohérent
d’avoir un déphasage différent de B/2 au vu des deux
courbes?

4, Ecrire les deux signaux u1(t) et uz(t) correspondants,
en prenant comme origine des temps I'instant ou uz(t) est
maximale.

Ecritures d’une fonction Soit la fonction ayant le graphe
suivant :

3 — fix)

-2

-3

1 - Ecrire cette fonction a l'aide d’une fonction sin. On
déterminera de trois manieres différentes la phase a I'origine.
Ecrire cette fonction a l'aide de I'argument ¢t to ou to correspond
a un instant d’annulation de la fonction. 2 - Ecrire cette
fonction a l'aide d’une fonction cos. Ecrire cette fonction a
Vaide de I'argument t o O tocorrespond & un maximum
de la fonction. Fonction décalée 1 - Reprendre les trois
méthodes précédentes et déterminer So, S1, ! et "pour le signal
suivant, écrit sous la forme : f{t) = So + Sisin(/t + 7). 2 - Ecrire
la fonction a l'aide d’un cos.
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Somme de fonctions trigonométriques Soit une fonction t! f{t)
= xocos(!t) + xasin(/t). On cherche a déterminer le maximum
de cette fonction et a déterminer I'instant ou ce maximum est
atteint.

1 - On suppose que f(t) = x2cos(/t + ). On rappelle que
cos(a+b) = cos(a).cos(b) sin(a).sin(b). Développer la
deuxiéme expression de f(t) et en déduire deux relations
entre xz, ', X1 et Xo.

2 - Eliminer ' des deux expressions précédentes en
utilisant cos? + sin?2 =1 et en déduire xz en fonction de x1 et xo
uniquement.

3 - Déterminer tan'en fonction de xo et x1 uniquement,
puis 'en fonction des mémes parameétres. En déduire I'instant
to pour lequel f{t) est maximale. Analyser les comportements
de to pour des valeurs pertinentes du rapport xo/x1.

Deuxieme partie

Développements limités



10  Vérification

Vérifier les développements limités suivants et corriger les
éventuelles erreurs :

e~ wgm~vae o~ T, W ~
143 ﬁf ~dt Ax

11 Solution approchée

On cherche a résoudre I'équation algébrique suivante
k((lLT’)); =z ol k 0.1, E .
T ,1. En supposant que la solution

est petite devant 1, linéariser I'équation précédente et en
déduire une solution approchée de I'équation. Comparer cette
solution a celle issue d’une résolution numérique exacte.

Commenter.

12 Pression dans une classe

Une classe de hauteur h = 3m, contient de l'air dont la
pression a une hauteur z du sol est donnée par: P(z) =
Poexp( Mgz/RT) ou M = 29g.mol ' est la masse molaire de I'air,
g l'intensité du champ de pesanteur, R la constante des gaz
parfaits (R = 8,314J.K L. mol 1) et T = 293K est la température
de l'air.

1. On pose H = RT/Mg . Montrer que H est homogéne
a une hauteur et donner sa valeur numérique. Comparer cette
valeur a la hauteur de la classe. En déduire une expression
approchée au premier ordre de P(z) Po.

2. Quelle erreur maximale commet-on en considérant la
pression uniforme dans la classe?

13 Champ de gravité terrestre

Soit le champ de gravité terrestre g(r) = goR12 /12

1. Déterminer le développement limité a I'ordre 1 du
champ de gravitation au voisinage de la surface terrestre en
fonction de G, M1, Rret r. On supposera donc que r Rr<< Rr.

2. Tracer la fonction exacte et la fonction linéarisée en
fonction de r. A-t-on tendance a sur ou a sous-estimer g(r) en
utilisant son développement limité?

14 Rayonnement d’un corps

Un corps de surface extérieure S portée a la température T
en contact avec une atmosphére a la température To rayonne
une puissance différentielle P = S (T* To*). Par deux méthodes
différentes, linéariser cette puissance différentielle pour T «-
To. Vérifier que 'homogénéité de la formule est bien la méme
gu’avant le développement limité.

15 La mission Darwin

La mission Darwin aurait pour localisation un des points de
Lagrange du systeme Terre-Soleil. On admet qu’en un tel point
L dit point de Lagrange, situé entre le Soleil et la Terre, a une
distance d du Soleil, pour lequel une masse m déposée en L
peut tourner a la méme vitesse angulaire que la Terre, de sorte
que le systeme S, L et T reste constamment aligné. L'équation

donnant la position du point L est
_ (fﬂ{wn, (?1’\[41-n': , 2 ‘ 2 _ GMg
0 -t T e = SRS ec D est

la distance Soleil-Terre et Mset Mrles masses respectives du
Soleil et de la Terre.

1. En déduire une relation uniquement entre les
grandeurs x = d/D et @ = M1/Ms. Cette relation définit un des
points dits de Lagrange du systéme Soleil-Terre.
Numériquement, on trouve x = 0,989.

2. Retrouver une valeur similaire a laide d’un
développement limité idoine.

Troisieme partie Différentielles 16
Aire d’un disque

Soit un disque de rayon r. Si son rayon varie légérement de
dr, exprimer la variation de son aire, dA. Proposer une
interprétation géométrique.

17 Relation de conjugaison

Soit une lentille convergente de distance focale f. Soit un
objet a distance algébrique x de cette lentille. La relation de
conjugaison donne la position xo de I'image de l'objet par la
relation : 1/x0—-1/x = 1/fo Soit un objet situé en xo et se
déplagant de dx. Exprimer la variation dxo de la position de son
image.

18 Champ de gravité terrestre

Lintensité du champ de gravité en fonction de r distance au
centre de la Terre est g(r) = goRr? /r? ou go est I'intensité du
champ de gravité a la surface terrestre et Rrle rayon terrestre.
On cherche a savoir s'il est pertinent de considérer le champ
de gravité comme uniforme.

1. Exprimer la variation infinitésimale dg du champ de
gravité pour une variation de distance dr au voisinage de Rt
en fonction de go, Rret dr uniquement.

2. Evaluer cette variation pour dr = h = 30km, sachant
que go=9,8m.s 2et Rr= 6,4.103%km. Comparer cette variation
a go. Commenter I'approximation g(r) <- go.



19 Dérivées et différentielles

Exprimer les dérivées par rapport a x puis les différentielles
de : x9, (x + a)®, (ax + b)¢, sin?(x), sin(kx), cos?(kx), In(ax),
In(ax + b), exp(ax?)

20 Variations infinitésimales

L'énergie cinétique d’'une masse m se déplagant a la vitesse
v, correspondant a une quantité de mouvement
p = mv peut se mettre sous la forme : E = p2/(2m)

1. Exprimer la variation infinitésimale d’énergie dE si la
quantité de mouvement passe de po a po+dp a m fixée. 2.
Exprimer la variation infinitésimale d’énergie dE si la masse
passe de moa mo+ dm a charge pofixée.

3. Exprimer la variation de quantité dp si la masse passe de
moa mo+ dm a énergie fixée.

Quatrieme partie

Nombres complexes
21  Passages

Soit un dipdle électrique caractérisé par un complexe Z
appelé impédance, qui est de la forme : Z=R + /L.
1 - Exprimer le module Z de I'impédance Z. Tracer

Z(!) en fonction de ! pour / variant de 0 a +1. '(/) 2 - Exprimer
I'argument 'de I'impédance. Tracer

en fonction deque la fonction/xpour7! arctan! variant de(x)
est:0a+1. On rappelle

oo 25 50 75 0o 125 150 175 200

3 - Exprimer le complexe Z sous forme géométrique.

4 - Représenter ce complexe dans le plan complexe si
Re(Z) = 2 et Im(Z) = 3. Mesurer le module et I'argument sur
cette représentation. Vérifier que I'on retrouve les valeurs
théoriques obtenues avec les expressions précédentes.

22 Extraction de grandeurs

Soit un systeme électrique caractérisé par un complexe

H appelé fonction de transfert, qui est de la forme : H =
R
R+jwl
1 - Exprimer le module G de H. Tracer G(!) en fonction

de !/ pour ! variant de 0 a +1de. H. Tracer (/) en fonc2 -
Exprimer I'argument '

tion de3 - Exprimer le complexe! pour !/ variant de OHasous
forme géométrique.+1.

4 - Déterminer sa partie réelle et sa partie imaginaire.
5 -Reprendre les questions précdentes pour : H2 =

Rtjwl ¥ 3 Ryjur

jIL Ro+jILoH =
Soit un systéme caractérisé par une grandeur complexe

Z appelé impédance, qui est de la forme : Z =

jwLR | B
R4jwl . Donner une condition sur /, L et R pour que
I'impédance soit strictement réelle. Donner son expression

dans ce cas.

23 Egalité entre deux complexes

Soit I'égalité : A(x+jy) = BeldoU A, B, x, y et g sont des réels.

— Exprimer B en fonction de B, x et y.

— Exprimer g en fonction de x et y

— Exprimer x en fonction de A, B et g. Exprimer y en
fonctionde A4, Betg.



TD : Equations différentielles du premier ordre

Premiere partie

Analyse et résolution
analytiqgue d’équations
linéaires

1 Quelques outils de base

1 - Pour les équations suivantes, apres avoir déterminer
la solution, tracer I'allure de la solution en exhibant les valeurs
et les pentes d’intérét (valeur initiale, valeur finale, pente
initiale)

—y—4y=0avecy(t=2)=9 —y

+7y=9avecy(t=0)=0
Soit une grandeur y(t) vérifiant I'équation différentielle :

y+2=0 avec y(t=0) =yo

2 - On cherche une solution de la forme : y = e
Réinjecter cette fonction dans |’équation. En déduire r.
Réinjecter cette fonction dans la condition initiale. En déduire
. Tracer la fonction solution y(t).

Soit une grandeur y(t) vérifiant 'équation différentielle :
U+ i= & avecy(t=0)=0

3 - On cherche une solution de la forme : y = et + b.
Réinjecter cette fonction dans I"équation. En identifiant les
fonctions qui dépendent du temps et les constantes, déduire
r et b. Réinjecter cette fonction dans la condition initiale. En
déduire . Tracer la fonction solution y(t).

2 Phase d’accélération d’un TGV, modele
simple
Soit un TGV de masse m soumis a une force Fo et a un
frottement fluide linéaire, en bv.
1. Donner I'équation qui régit sa vitesse v(t).

2. Déterminer I'allure et les grandeurs pertinentes dev(t)
si la vitesse initiale est nulle. Méme question si la vitesse
initiale est vo.

3. Retrouver ces caractéristiques par une
résolutionanalytique de I'équation dans les deux cas.

3  Felix

Félix, un homme de masse m = 80kg, saute d’un ballon
sonde, situé a une altitude h. L'intensité du champ de gravité
en fonction de r distance au centre de la Terre est prise égale
a savaleur en surface, go. Dans un premier modéle, on néglige

les frottements de l'atmosphere et on suppose la chute
verticale.

1. Ecrire le principe fondamental de la dynamique et le
projeter sur I'axe descendant:. En déduire la distance z
parcourue par Félix en fonction du temps. En déduire
I'expression exacte du temps de chute dans ce modele.
Comparer cette expression a [I'estimation qualitative
précédente et commenter.

On se place toujours dans le cas d’une chute verticale. Aprées
une certaine durée de chute, correspondant a I'instant noté ¢,
alors que Félix a une vitesse égale a v1, il ouvre son parachute.
La force de frottement totale se met alors sous la forme kv.

2. Donner la nouvelle équation différentielle vérifiée
par la vitesse.

3. La résoudre analytiquement et déterminer les
grandeurs pertinentes qui la caractérise, notamment la vitesse
limite que l'on notera vi et le temps typique mis pour y
parvenir.

4, Tracer l'allure de la vitesse au cours de la chute, en

prenant vi > 1.

4 Extraction de données a partir d’une
courbe expérimentale

Soit un systéme dont une grandeur notée u(t) est régie par
une équation différentielle d’ordre 1 a coefficient constant,
avec un second membre nul a partir d’un instant to. L'évolution
de cette grandeur est donnée par le graphe ci-apres.

1. Déterminer to et donner la condition initiale sur u(t).

2. Déterminer le temps typique de décroissance 0.

3. Ecrire u(t).
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5 Démarrage d’une voiture

Une voiture M initialement immobile suit la voiture qui la
précede, qui démarre a la vitesse voa lI'instant ¢t = 0. La vitesse
de M est continue. On admet que I'’équation différentielle qui



. .
régit le comportement de M est tel que, pour injection R (pA)
t<T 7 'j—"z 4+ v = de courant  du potentiel de membrane 100 Soucant sarror
. . [ >— Vm 0 e
1. Montrer que dans cet intervalle, la solution de cette i
. . courant entrant
équation est v(t) = 0. A quoi correspond 1 ? v

Pour t > 1, on admet que I'’équation différentielle est de la
dv 4 . _,
forme :72°q; + U = o,

2. Résoudre I'équation différentielle dans cet intervalle,
en prenant garde a la continuité de v et a la date des
conditions initiales. Tracer lallure de v(t) dans les deux
intervalles. A quoi correspond 2 ?

3. Déterminer la position de M, x(t), en fonction du
temps.

6 Amortissement?

On envisage le mouvement d’un point dont la position est
notée x(t). On admet que cette position est régie par
I’équation différentielle suivante : X + Blx = 0. 1. Déterminer
x(¢t) six(t=10) = xo.

Pour t > ti. On admet que |'’équation différentielle est
maintenant de la forme : X’ Blx = 0. On admet que x(t) est une
fonction continue. 2. Déterminer x(t) pour t > t1.

3. Reprendre les deux questions précédentes si I'on change
la date de la condition initiale : déterminer x(t) si x(to) = Xo.

7 Equation sur la vitesse

On envisage le mouvement d’un point dont la position est
notée x(t). On admet que cette position est régie par
I’équation différentielle suivante : X" + Blx" = 0.

1. Déterminer x'(t) six'(t = 0) = vo. En déduire x(t) si on sait
en plus que x(t = 0) = xo.

Pour t > ti1. On admet que |'’équation différentielle est
maintenant de la forme : X" Bx" = 0. On admet que x'(t) est
une fonction continue. 2. Déterminer x'(t) et x(t) pour t > t1.

3. Reprendre les deux questions précédentes si I'on change
la date de la condition initiale : déterminer x(t) si x(to) = xo et
X (t = to) = vo.

8 Comportement de la membrane d’un
axone

La membrane neuronale est constituée d’une bicouche
lipidique a travers laquelle des ions peuvent circuler par
I'intermédiaire de canaux dits canaux ioniques. Cette
circulation d’ions correspond a un courant électrique, a travers
les canaux ioniques. Dans une premiére expérience, on impose
un courant transmembranaire en forme d’échelon et on
mesure la tension transmembranaire induite par cet échelon.

dépolarisation
-50 _/’_\ hyperpolarisation
i =t oL st s S

-70

potentiels électrotoniques

La durée totale de I'échelon de courant sortant est 4ms. A
l'aide de ces courbes expérimentales, on cherche a déterminer
I'équation différentielle qui régit le comportement de la tension
transmembranaire V (t).

1. D’aprés les graphes précédents, proposer une
expression pour V (t) dans la partie dépolarisation. On
introduira tous les parametres pertinents nécessaires et on les
estimera sur le graphe.

2. En déduire I'équation différentielle vérifiée par V ()
dans cette partie.
3. On suppose que la dépolarisation est stoppée a une

date ts= 30 et que V (t) est alors régie par la méme équation
gue précédemment, mais sans second membre. Déterminer V
(t) pour t > tsen supposant que V (t) est continue en ts.

Deuxieme partie

Analyse qualitative et semi-
guantitative d’éguations non-
linéaires

9 Autre modele de I'accélération d’'un TGV

Soit un TGV de masse m soumis a une force Fo. On prend en
compte une force de frottement en kvZ.

1. Déterminer I'équation différentielle vérifiée par v(t). 2.
Déterminer l'allure et les grandeurs pertinentes de v(t)
solution de cette équation pour v(t = 0) = 0 (valeur
asymptotique, pente initiale, temps typique d’évolution).

3. Méme question si la vitesse initiale est vo.

10 Base Jump et Cx

Un corps de surface S qui se déplace dans l'air a allure
importante subit une force de frottement de norme

2
Cz Spair %




1. Estimer le Cxd’un homme en chute libre, connaissant
sa vitesse limite, de l'ordre de 2.102km/h.
2. Estimer le temps mis pour atteindre sa vitesse limite.

11 Modele d’atterrissage sur Mars

Voici quelques courbes donnant I'altitude en fonction de la
vitesse de quelques sondes envoyées sur Mars.
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1. Dans quel sens sont parcourues ces courbes pendant

I'atterrissage? Identifier I'altitude zo en dega de laquelle on ne
peut pas négliger les frottements de I'atmosphére.

Soit une sonde de masse m. A l'issue de la premiére phase,
la sonde a une vitesse vo, une altitude zo. On suppose que la
force de frottements peuvent se mettre sous la forme Fr= bv3.
On considére le champ de gravité comme uniforme de norme
gm-

2. Donner la dimension du terme b. A quoi correspondil
physiquement (que signifie avoir un grand b ou au contraire
avoir un petit b)?

3. Donner I'équation différentielle vérifiée par la vitesse
v(t).
4, Prévoir le comportement et lallure de v(t).

Construire les grandeurs typiques de son évolution : valeur
asymptotique, pente initiale, temps typique d’évolution. On se
placera pour le tracé de I'allure dans le cas ol
Vo > Viim.

5. En déduire lallure de z(t) puis celle de v(z).
Commenter I'accord avec le graphe.

12 Analyse d’un systeme stable

Le satellite ENVISAT peut détecter de faibles mouvements
du sol au cours du temps. De tels mouvements précedent
souvent un séisme et leur détection est fondamentale pour
assurer la sécurité des personnes. On étudie ici un modele
cinétique d’évolution de la hauteur du sol avec le temps en un
point du parc de Yellowstone. On admet qu’en début de
gonflement, I'’équation qui régit la hauteur h(t) du sol en ce
point est de la forme : h" + Blh*= a. On admet qu’a I'instant 0,
h=0.

(a) Passage du satellite & la verticale du point P (b) Image InSAR de la délormation du sol &
a t (sol horizontal) el t; (elevation locale du sol parfir de données receuillies par le satellite

d'une hauteur maximum Hme). ERS2 entre 1996 et 2000 (USGS).

FIGURE 9 — Mouvement du sol localisé dans le parc de Yellowstone, USA

1. Analyser cette équation : prévoir le comportement
de la solution, son temps typique d’évolution, sa valeur
asymptotique.

2. Tracer l'allure de h(t) en figurant toutes les gandeurs
pertinentes.

13  Tribologie

On étudie le mouvement d’'une masse m sur un plan incliné
d’un angle @ par rapport a I’horizontale. La masse est lancée
dans un mouvement ascendant avec une vitesse initiale vo. On
admet que la masse m est soumise, en plus de son poids et de
la réaction normale a des frottements fluides, de résultante !f
dont 'intensité f croit avec le module de la vitesse vselon : f=
nV"; avec net n des constantes réelles positives. On considere
I'angle suffisamment grand pour que I'équilibre ne soit pas
possible.
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1. Etablir I'équation différentielle d’évolution de la
vitesse x'.

2. En déduire les expressions de la vitesse limite atteinte

asymptotiquement par le point matériel, qu’on notera v, et
d’une durée caractéristique d’évolution, qu’on notera B. On
présente sur les courbes ci-dessus des trajectoires dans
I'espace des phases (x; 'x) correspondant a une méme vitesse
initiale pour différentes valeurs de la masse du point matériel,
indiquée en kg.

3. Expliqguer comment lire la vitesse asymptotique d’'un
mouvement sur les portraits de phase. Donner en particulier,
pour les deux figures, la vitesse asymptotique correspondant
a m = 2kg. Déduire des différentes valeurs de vicelle de n.

4. Tracer l'allure de la trajectoire (x; x) correspondant a
m = 3kg et a la condition initiale x =500m et x’ = 0m.s 1. On
justifiera les coordonnées des points remarquables.



Troisieme partie

Résolution analytique
d’éguations non-linéaires

14 Vitesse d’une réaction chimique

Soit un systeme siege d’une réaction chimique telle qu’une
des concentrations, notée x(t) vérifie I'équation différentielle
= kv,

1. Déterminer x(t) si I'on prendre x(t = 0) = xo.

2. En déduire une expression du temps de
demiréaction, B12, tel que x(B12) = Xxo/2. Vérifier
I’'hnomogénéité de cette relation et déterminant grace a
I'équation ’'homogénéité de k.

il __ e 3/2 ot — —
3. Mémes questionssi @ — K7 et a(t=0) = Lo,

15 Systeme instable?
Soit un systéme régi par I'équation différentielle x™ = kx2.
1. Déterminer x(t) sachant que x(0) = xo.
2. Le systeme est-il stable en xo ? Construire un temps

typique par analyse dimensionnelle. A-t-il une signification
physique?

16 Evolution d’une étoile double

On considére une étoile double, constituée d’une étoile treés
massive et d’une étoile moins massive qui lui tourne autour. La
Relativité Générale montre qu’une masse accélérée rayonne
de I’énergie sous forme d’ondes gravitationnelles et |a distance

R entre les deux étoiles vérifie I'équation différentielle :
dR _  _k_ . , .
dt — R®1.Alinstant t = 0, le rayon est Ro. Déterminer R(¢).

Représenter la trajectoire de I'étoile mobile.
2. Déterminer le temps @12, tel que R(@1/2) = Ro/2.

17 Freinage d’'un TGV

Lors du freinage d’un TGV de masse m, la vitesse v(t) vérifie

I'équation : %(%”"’-’2) = av’

1 - Exprimer le terme de gauche en fonction de m, v et
v'. En déduire une équation liant v', &I, m et v.

2 - Résoudre cette équation si v(t = 0) = vo. Tracer
I'allure de v(t).

3 - Déterminer I'instant to qui correspond a une vitesse
vo/2.

4 - La position x(t) est définie par :Y = . Déterminer

x(¢t) en prenant x(t = 0) = 0. Tracer l'allure de x(t).
5 - Déterminer la distance parcourue a l'instant to.



TD : Equations différentielles linéaires du deuxieme ordre

1 Pratique de la résolution

Résoudre les équations ci-aprées et tracer les allures des
solutions sans calculatrice, en précisant les valeurs et les
tangentes pertinentes.

y'+9y=0avecy(t=0)=0ety' (t=0)=1.y"-9y =0

avecy(t=0)=0ety (t=0)=1y"-9y=1 avecy(t=

0)=0ety(t=0)=1y"+y +9y=0avecy(t=0)=0

ety (t=0)=1y"+y +9y=1avecy(t=0)=0ety(t
=0)=1y"+6y'+9y=0avecy(t=0)=0ety (t=0) =
1y"+7y +9y=0avecy(t=0)=0ety'(t=0)=1

2 Régimes transitoires

Soit une tension dans un circuit décrite par la fonction u(t) = u

0 cos(!t).
1 - Exprimer - (g), u'(¢= 0), u'(£) et u(t = 0). Vérifier
que I'on a un lien simple entre u” et u.

Soit une grandeur x(t) régie par I'équation différentielle : mx" +

kx=0.

2 - Montrer qu’une solution de la forme x = Acos(/ot)
convient si I'on n’impose pas les conditions initiales. Une telle
solution peut-elle vérifier x'(t =0) =x"0= 06 ? Montrer qu’une
solution de la forme x = Asin(/ot) convient si I'on n’impose pas
les conditions initiales. Une telle solution peut-elle vérifier x(t
= 0) = xo ? Vérifier qu’une solution de la forme x = Acos(/ot) +
Bsin(!ot) convient aussi et peut vérifier x(t = 0) = xoet x'(t =
0) =x'0.

Soit une grandeur x(t) régie par I'équation différentielle : x™ +

lo2x = 0.

3 - Vérifier que x = e est solution de cette équation
différentielle si r vérifie une équation caractéristique que I'on
précisera. Si I'on prend simplement une des deux racines, ri,
de cette équation, la solution vérifie-t-elle les conditions
initiales x(t =0) =x0 2R et x'(t = 0) = x"0 2 R. Vérifier que siI'on
prend une combinaison linéaire de la forme : x = ert+ uer?, il
est possible de vérifier ces deux conditions initiales a
condition que et u soient des complexes qui vérifient deux
équations a préciser. Vérifier qu’une solution de la forme u(t)
= Acos(!ot)+Bsin(/ot) est bien solution et vérifie les conditions
initiales avec des expressions simples pour A et B.

Soit maintenant une tension décrite par la fonction u(t) =

Acos(!t) + Bsin(t).

4 - Exprimer u(t = 0), u'(t), u'(t = 0). Sachant que u(t
=0)=0etu (t=0)=u, déterminer A et B. Tracer l'allure de
cette fonction.

Soit maintenant une tension de la forme : u(t) =+Acos t Bsin

e ( Q4+ Q) L.

5 - Exprimer u(t = 0), (t), @(t = 0)  sachant que
u(t=0)=0etu'(t=0)=u'o, déterminer A et B. Tracer l'allure
de cette fonction.

Soit maintenant une tension de la forme : u(t) =

Ae 7 + Be 7,

6 - Exprimer u(t = 0), u(f), @(t = 0) sachant que
u(t=0)=0etu'(t=0)=u'o, déterminer A et B. Tracer l'allure
de cette fonction.

3 Liens quantitatif-qualitatif

Soit un systeme régi par 'équation différentielle : x™ +
Bx + x=0

1. A quelle condition sur @ ce mouvement est-il stable? A
quelle condition sur et correspond-il a un mouvement
pseudo-périodique?

On suppose que cette condition est vérifiée dans la suite. 2.

Réécrire cette équation sous forme canonique.

On considere que le facteur de qualité de I'équation est de
I'ordre de 5 et que la pulsation propre est de l'ordre de 1. On
se donne comme conditions initiales x(t =0)=0etx' (t=0) =
Vo= 2

3. Prévoir qualitativement l'allure de x(t) en justifiant
succinctement les différentes caractéristiques. 4. Déterminer
analytiquement x(t). Vérifier la cohérence des constantes
d’intégration. Exprimer le temps caractéristique et la
pseudo-période T du mouvement en fonction de [ et .

4 Extraction de données

Soit un systéme dont une grandeur notée u(t) est régie par
une équation différentielle d’ordre 2 a coefficient constant,
avec un second membre nul a partir d’un instant pris comme
origine des temps. L'évolution de cette grandeur est donnée
par le graphe ci-apres. Le calibre est
5V/div et 10ms/div.

1. Donner les conditions initiales sur u(t).

2. Déterminer la pseudo-période et la pseudo-
pulsation. 3. Déterminer le décrément logarithmique et en
déduire le facteur de qualité. Pourquoi ne pouvait-on pas le
mesurer comme une estimation du nombre d’oscillations
visibles?

4. Déterminer le temps typique de décroissance 0.

5. Ecrire u(t).



5 Levitron

Soit un aimant de masse m = 10g soumis a son poids et a I'action
d’une base aimantée.

-

v

On admet que l'interaction base-aimant est telle que l'altitude z
du lévitron est régie par I'équation différentielle z" = P12z + . On
suppose que z(t=0)=0etz'(t=0) =0.

1. Déterminer la solution particuliére et la solution de
I'équation homogéne associée. En déduire z(t).

2. Tracer lallure de z(t). Proposer une période du
mouvement.

3. Reprendre I'étude avec les conditions initiales : z(t =
0) = /B2et z'(t = 0) = vo. Ces nouvelles conditions modifient-elles
la périodes des oscillations?

En I'absence de rotation, le lévitron est instable et il est alors régi
par I'équation différentielle : z° = B2z . On suppose que z(t = 0) =
/B2et z'(t=0) = vo.

4. Prévoir le comportement du lévitron. Déterminer z(t).
Commenter.

6 Vibrations d’Ariane

Le décollage d’'une fusée s'accompagne de vibrations
importantes. On étudie les vibrations d’un capteur a la surface du
module, quiont lieua /1=57rad.s !

1. La courbe de déplacement x(t) du capteur en
fonction du temps est figurée ci-avant - courbe bleu. Donner
I'échelle temporelle utilisée pour ce graphe. Ecrire le
déplacement sous la forme d’une sinusoide pour laquelle on
précisera les grandeurs caractéristiques qui la déterminent -
amplitude, pulsation, phase a I'origine. On admet que I'échelle
verticale est telle que 1 carreau corresponde a 1mm.

2. Donner la forme générale de I'équation différentielle
qui a pour solution x(t) et préciser les conditions initiales x(t
=0) =xoetx'(t=0) =x"osur cette grandeur, au vu de la courbe
réponse.

En pratique, on place de petites plaques de plastiques pour
amortir les vibrations du module et ainsi éviter sa dégradation.
Dans I'équation précédente, on peut prendre en compte cet
amortissement en ajoutant un terme en

Bx .

3. Ou faut-il ajouter ce terme dans [|‘équation
précédente pour qu’il y ait amortissement? Quelle est
I’'homogénéité de @7?

4, Donner une condition pour que I'amortissement soit
apériodique.

On suppose que l'inégalité précédente est vérifiée. On
prend les mémes conditions initiales que dans la courbes
précédentes.

5. Déterminer x(t) dans ce cas. Montrer que pour un
temps suffisamment long, un des deux termes de cette
expression est négligeable et donner I'expression approchée
de x(t) dans ce cas.

6. En déduire une expression approchée du temps mis
pour atteindre xo/10 en fonction de @ notamment.

7 Point sur un cercle

Soit un point astreint a se déplacer sur un cercle de rayon a
centré sur 0. On le repére dans un premier temps en
coordonnées cartésiennes (x,)). On se place dans le cas ol y >
0.

1 - Rappeler I'équation d’un cercle de rayon a. Donner
I'expression y(x) de la trajectoire du point.
2 - En déduire l'expression cartésiennes du vecteur

vitesse v en fonction de a, x et X’ uniquement. Donner la
norme de ce vecteur en fonction des mémes grandeurs.

3 - On suppose que cette norme est égale a vo. En
déduire une expression de la grandeur x'2en fonction de vo, a
et x. Dériver par rapport au temps cette égalité et obtenir une
équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre. En déduire
la forme générale de x(t) en exhibant



une pulsation /o en fonction des parameétres constants du
probleme. Commenter.



TD : Géométrie et calculs vectoriels

1 If thisis your first night at fight club...

On considére la situation suivante, dans laquelle on
considére une onde qui se propage dans une direction qui fait
un angle @ avec I'horizontale u!x. On cherche a déterminer la
distance d parcourue par l'onde entre le point O (origine du
repére) et la surface d’onde figurée en rouge (cette surface,
figurée par une droite bleue, est perpendiculaire a la direction
rouge). et ce, dans plusieurs situations.

On connait d’abord I'abscisse x de l'intersection de la droite
bleue avec I'axe Ox.
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1 - Exprimer d en fonction de x et [.

La droite rouhe est maintenant décalée et ne passe plus par
0, mais sa direction fait toujours un angle B avec ulx. On
connait maintenant I'ordonnée y de I'intersection de la droite
rouge avec l'axe 0.
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2 - Exprimer d la longueur du segment rouge dans ce

cas en fonction de y et (.

On connait a présent la position d’un point repéré par ses
coordonnées (xy) (visualisées par les segments verts) qui
appartient a la droite bleue.
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3 - Exprimer dien fonction de x et 1. 4 - Exprimer h1en
fonction de x et .
5 - En déduire hzen fonction de x, yet @. 6 - En
déduire dzen fonction de x, y et @. 7 - En
déduire que d = x.cosll + ysinf
8 - Exprimer le vecteur unitaire !lurde la droite rouge

dans la base (ulxuly) en fonction de B. Vérifier qu’il est bien
de norme 1.

9 - Soit M le point de coordonnées (xy). Calculer
lun!OM. Vérifier que !ur.!OM =d.

2 Calcul de longueur

Un anneau P est astreint a se déplacer sur un demicercle de
centre 0, de rayon a. (Ox,0OM) = v. On considére un ressort
attaché par une extrémité en Qo point situé au-dessus de O, a
une distance a et a l'autre extrémité en P. On note ulx le
vecteur unitaire descendant et on utilise la base (lesle.)
orthonormée telle que !er-fait un angle v/avec !ux. On note !uy
le vecteur horizontal unitaire vers la droite du schéma.

1. Exprimer la distance OoP en fonction de a et de v/
uniquement.
2. Vérifier la cohérence de cette expression en donnant

a v/des valeurs particuliéres.



3 Gravitation

On considére un point T, de masse m, situé en un point
générique proche a la surface d’une planéte dont le centre est
noté M. On cherche a quantifier I'action du champ de
gravitation d’une masse Mpplacée en un point P.

1. Exprimer la distance PT en fonction de d, r et v~.
. Vérifier I'expression pour des valeurs pertinentes de
V.
3. Exprimer la norme de la force de gravitation exercée
par Psur T.
4 Enroulement d’un fil

Soit un cylindre de rayon R d’axe horizontal. On accroche un
fil sur le cylindre en un point noté A. On étudie le mouvement
d’une masse m située a lI'autre extrémité du fil. La longueur du
fil est notée Lo. On suppose que la masse m part pratiquement
sans vitesse initiale a I’horizontale de 4, la corde étant tendue
(Cf. schéma suivant).

M" A"

z=0"

Schéma de la situation initiale.

Soit O l'origine du systeme de coordonnées. Aprés t =0, la
corde s’enroule autour du cylindre. On note I le dernier point
de contact entre la corde et le cylindre a un instant donné. On
repére la position du point I a la surface du cylindre par I'angle
v, compté depuis A. On suppose que le brin non encore
enroulé est tangent au cylindre et on note L(v) sa longueur.

1. Faire un schéma du systéme dans une situation
générique.
2. Exprimer la longueur enroulée en fonction de R et v~.

Exprimer la longueur non encore enroulée notée L en fonction
de Lo, Ret V.

3. En prenant comme origine des altitudes le point A4,
exprimer l'altitude du point I, z(I), en fonction de R et v/
uniquement.

4, Exprimer l'altitude de de M en fonction de Lo, R et
V.

5 Forcgage d’un astéroide par une
planéte

Le caractere géocroiseur d’un astéroide peut-étre influencé
par les interactions avec tous les astres du systéeme solaire et
des milliers d’astéroides doivent donc étre surveillés en
continu. On cherche a traduire l'influence des planétes du
systeme solaire sur la trajectoire d’un astéroide. Soit une
planete P, de masse Mp qui gravite autour du Soleil O a une
distance Rp avec une position angulaire v/»(t). On suppose
pour simplifier que I'astéroide étudié M, de masse m, a une
orbite circulaire de rayon r et une position angulaire sur cette
trajectoire v/(t).

1. Faire un schéma.

2. Exprimer la distance dumrentre m et Mpen fonction

der, Rp, = v/ v Exprimer la norme de la force de
gravitation exercée par la planéte sur I'astéroide.

6 Homme sur une échelle

Un homme H monte a une échelle de hauteur 2L. l'échelle
est appuyée en A sur le sol et en B sur un mur vertical. Lorsque
I’'homme a monté les trois quarts de I'échelle, celle-ci se met a
glisser. On pourra noter G le milieu de I'échelle, avec R = OG et
v'I'angle (05!0G).

1. Exprimer xu(v) et yu(v).
2. \Vérifier les expressions en donnant a l'angle des
valeurs pertinentes.

7 Piston dans un moteur

Un piston de moteur que l'on assimilera ici a un point
matériel M, est astreint a se déplacer suivant un axe rectiligne.
Il est relié au vilebrequin par I'intermédiaire d’une bielle de
longueur b. Le vilebrequin a un mouvement circulaire
uniforme a la vitesse angulaire /. Sa position est repéré par
I'angle v(t); tel que v/'= 0 lorsque le piston est au point mort
haut. La manivelle du vilebrequin a pour longueur L. On repere



la position du piston par son déplacement x(t) mesuré par
rapport au point mort haut.
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1. Exprimer x en fonctionde L, b et v/

2. Simplifier cette expression en considérant que en
considérant que L b. Quel est le type du mouvement du
piston?

3. Exprimer la vitesse instantanée v(t) du piston en
faisant  I'approximation  précédente et sans faire
I'approximation.

8 Projection de forces

Soient trois forces !P, IN et !T de normes respectives P, N
et T et de direction indiquées sur le schéma. En fonction de P,
N, Tetd:

1. Exprimer ces trois forces dans la base
(ﬁ, “_5), puis dans la base (TJ_,;’, '@’).
2. Exprimer les vecteurs de base (@', “_'yw) dans
la base
(@7, 1))

—/ =3, puis les vecteurs de base
p ('ux!uy) dans la base (ux,u ).

3. '+IN+IT dans la base

¥
Exprimer

Exprimer !PT
4, Soit un vecteur !v de norme v en faisant un
angle avec la direction luxo. Exprimer !P.lven
fonctionde P, v,
et @.

9 Produit scalaire

1. Soit une base orthonormée du plan (lux!uy). Soit un
vecteur unitaire lu faisant un angle @ avec u!x. Donner sa
projection dans la base (luy!uy).

2. Soit un vecteur unitaire !v faisant un angle avec !uy.
Donner sa projection dans la base ('zﬁ,@)_

3. Exprimer lu.lv.

4., Soit une base orthonormée du plan (ﬁa %}). Soit un
vecteur !u, faisant un angle v/ avec !ux. Faire un schéma et
donner sa projection dans la base (Eﬁ, ?Ty))

5. Soit un vecteur u!faisant un angle v avec uly. Faire
un schéma et donner sa projection dans la base (@, @).

6. Exprimer maintenant les vecteurs (luy!uy) dans la
base (u!r!u.).

7. Vérifier que la norme de ces deux vecteurs avec ces
nouvelles expressions est bien 1 Soit le vecteur !w = 2cosvu!r
+sinvulv

8. Exprimer !w.ulx soit en passant par la décomposition
de (lus'uv) dans (luxuly), soit en passant par I'expression de
luxdans (lus!u.). Vérifier que le résultat est le méme.

9. Exprimer en fonction uniquement de cosv’la norme
du vecteur !w.

10 Construction de vecteurs

Un anneau P est astreint a se déplacer sur un demicercle de
centre O, de rayon a. (05,OM) = v On considére un ressort
attaché par une extrémité en Qo point situé au-dessus de O, a
une distance a et a l'autre extrémité en P. On note ulx le
vecteur unitaire descendant et on utilise la base (lesle.)
orthonormée telle que !e-fait un angle v avec !ux. On note !uy
le vecteur horizontal unitaire vers la droite du schéma.

|
' 0!

2
O

1. Exprimer les deux vecteurs leret le.,dans la base

(Tux,'uy).

2. Exprimer !000 dans la base la plus adaptée (ayant la

décomposition la plus simple). De méme avec !OP.



3. En déduire !0oP dans la base (les!e.).

4. En déduire la norme de !0oP.
o'pP
7
5. Endéduire le vecteur unitaire I'. Simplifier son
expression a l'aide de v//2. Vérifier que ce vecteur est bien
de norme 1.

6. Exprimer le vecteur unitaire normal a ce vecteur.

11 Théoreme d’Al-Kashi par Pythagore

Soient deux vecteurs !u1 et !uz formant un angle v/ On se

, Ty
donne une base orthonormée du plan (Uz, ) telle que
lui soit dans la direction de !ux.

1. Faire un schéma et figurer wy, ud et uf + ud)

2. Figurer le triangle rectangle rectangle dont
I’hypothénuse est lui + luz et dont le c6té adjacent est

colinéaire a ux.

3. Exprimer la longueur du c6té adjacent de ce triangle

i [at], [[a3] et @

en fonction de Il 1, A
4, Exprimer la longueur du coté opposée de ce triangle

en fonction de kluzk et v/

5. A l'aide du théoréme de Pythagore, déterminer la
longueur de 'u1 + luz et vérifier le théoreme d’Al-Kashi.

12 Gravitation

On considere un point-test T, de masse m, situé en un point
générique proche a la surface d’une planéte dont le centre est
noté M. On cherche a quantifier l'action du champ de
gravitation d’'une masse Mpplacée en un point P.

1. Exprimer la distance PT en fonction de d, r et v

2. Vérifier I'expression pour des valeurs pertinentes de
V.

3. A l'aide de la relation de Chasles, exprimer le vecteur

IPT dans la base cartésienne (lux!uy) en fonction de d, ret v/

4, A l'aide de la définition de la norme d’un vecteur,
retrouver I'expression de la distance PT a I'aide du vecteur !PT.
Vérifier qu’elle est bien cohérente avec I'expression établie
précédemment.

5. Exprimer la force de gravitation exercée par P sur T
dans la base cartésienne (lux'uy), a 'aide des grandeurs r, d,
Mp, m, G et V.

13 Variations d’un vecteur

1. Soit une base orthonormée du plan (u!xuly). Soit un
vecteur lurfaisant un angle vavec u!x. Faire un schéma et
donner sa projection dans la base ('ux'uy).

2. Soit un vecteur u!faisant un angle vavec uly. Faire
un schéma et donner sa projection dans la base (luy!uy). 3.
Représenter les vecteurs u!ret u!/pour‘c)1 =0,0, = %, V3=

B, v4=3met v5=sa.

=

TR . <
La base (uz, uy) est supposée fixe, c’est-a-dire

gu’elle ne varie pas au cours du temps. En revanche, on
suppose que l'angle v'varie, ce qui fait varier le vecteur !ur.

du (g, ;)
. 22 T Yy -y
4. Exprimer ~d8 ! dans la base — . Vérifier que
du du
atly _— A ade _
a0 — WOl Vérifier de méme que “dp Url. Proposer

une interprétation géométrique de ces relations.

On suppose que I'angle v/varie a la vitesse angulaire ddtv =

v

5. En utilisant la formule de dérivation des fonctions
dly
composées, en déduire ~di ! en fonction de lu et v*.
duh > ]
6. En suivant la méme démarche, lier % uy et 6
14 Détection d’exoplanete

On considere une étoile notée E orbitant autour d’un
barycentre G sur une trajectoire circulaire uniforme. La vitesse
de I'étoile par rapport a G est notée !v et elle est orthoradiale,
tangente a la trajectoire relative. On note !vgla vitesse de G par
rapport a la Terre. On note D(t) = OG(t) et R = GE

Ficure 2  Etoile-Planete

1. La vitesse relative de E par rapport a O est la somme
vectorielle de !v et de !vs. Exprimer cette vitesse relative dans
la base (U2 ;) Si Usl est |e vecteur unitaire dans la direction

0G et u'y son perpendiculaire.



2. Exprimer la vitesse radiale relative vr qui est la
projection de la vitesse de E par rapport a O sur u'x. Quel est
I'intervalle de variation de cette fonction?

3. Exprimer la distance OF en fonction de R, D et v~
Quel est I'intervalle de variation de cette fonction?

15 Positionnement dans la Voie Lactée

La mesure de la vitesse relative d’un point par rapport au
systéme solaire - basée sur I'étude de I'effet doppler - permet
de remonter positionner ce point dans la Voie
Lactée.

-
Fig.2-.1:la vitesse d un nuage projerée sur la ligne de
Vvisée.
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On suppose connus le rayon galactique du systeme solaire
Ro = 8,5kpc et sa vitesse vo = 220km.s 1. On note R le rayon
galactique du nuage de gaz observé, I sa longitude galactique.

1. Exprimer la vitesse relative du point M en fonction de
vo, 1, vetl.
2. Montrer que les angles a et @ du schéma sont liés.

Rappeler la relation des sinus dans un triangle. En déduire une
expression de @ en fonction de R, Roet I.

3. En déduire une expression de la vitesse relative v ne
faisant intervenir que les grandeurs vo, v, R, Roet I.



TD : Rappels d’électrocinétique : loi des noeuds et loi des mailles

Rappels

Une source idéale de tension impose a ses bornes un courant
constant (ici, E), et le courant dans sa branche est inconnu :

Une source idéale de courant impose dans sa branche un
courant constant (ici, @) et la tension a ses bornes est
inconnue.

1 Manipulation classiques
Soient les montages :

1. Ecrire la loi des mailles dans le premier montage. Ecrire
la loi d’Ohm pour les deux résistances Ri1 et R2. En déduire de
méme le courant dans le circuit 7 en fonction des mémes
variables.

2 - En déduire u en fonction uniquement de Eo, R1et R>.
3 - Ecrire la loi des mailles dans le deuxieme montage.
Ecrire la loi des noeuds. Ecrire la loi d’'Ohm pour les deux
résistances Rz et R3. En déduire u en fonction uniquement de

E, R1, Rz et Rs.

4 - Vérifier que 'on retrouve dans cette formule la loi

d’association des résistances en paralléle.

2 Adaptation d’'une charge

On cherche aillustrer la nécessité d’une adaptation de la charge

a sa source dans un circuit électrique quell

conque. Pour cela, on envisage un générateur modélisé par
I'association en série d’une source idéale de tension de force
électromotrice E et d’une résistance r qui alimente une résistance

R variable.

1 - Faire un schéma du circuit électrique.

2 - Exprimer la tension U aux bornes de R en fonction
uniguement de E, Retr.

3 - Exprimer la puissance fournie P(R) a la résistance
R en fonction uniquement de E, R et r. Déterminer la valeur
Raa de R pour laquelle la puissance consommée par la
résistance variable est maximale. Commenter.

4 -Tracer I'allure de P(R).

3 Régime permanent

Soit le circuit suivant, dans lequel, pour des temps
négatifs, 'ensemble du systéeme a atteint son régime
permanent.

1 - Déterminer i, i1, iz et ucen régime permanent.

2 - Déterminer les mémes grandeurs en régimes
permanent si I'on ferme I'interrupteur K si 'on admet qu’en
régime permanent le concdensateur est équivalent a un
interrupteur ouvert.

4 Exercices techniques

1 - Dans le circuit suivant, écrire la loi des noeuds en
N, on pourra appeler i1 et iz les courants respectivement
dans Ri1et Rz, ces courants étant définis comme se dirigeant
vers N.

2 - Ecrire les lois des mailles dans les deux mailles en
déduire des liens entre i, i1, R1, r et us1d’une part, et i, iz, Rz,
r et uzd’autre part

3 - En déduire le courant i en fonction uniquement de
R1, R2, u1, uz et R.
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4 - Déterminer et calculer la puissance regue par la méme
résistance.

5 Associations de résistances et
conséquences

Associations

1 - Montrer que l'association en série de deux résistances

R1 et Rz est équivalente a une résistance Rs= R1+Rz.
2

- Montrer que l'association en parallele de deux
résistances Ri1 et Rz est équivalente a une résistance

R// =~ Ri+h:  RR.

Applications Déterminer la grandeur demandée en
fonction de R et E (ou R et @) uniqguement a l'aide des

résultats précédents et/ou a l'aide des lois des noeuds
ou des mailles :

o
0,4
{ I\




TD : Outils mathématiques

Premiere partie Généralités 1
Tracé d’allures

Cf. calculatrice

Puissance débitée par une pile 1 - Cf. calculatrice

2 - Pour déterminer la valeur de l'intensité qui maximise
cette puissance, on calcule la dérivée de la puissance par
rapport a I et on cherche I'abscisse ou cette dérivée s’annule,

ar _ . ——— |
ce quidonne : ‘@ = £o 2Rigyj est nulle pour_r_fU = on |

Et la valeur de la puissance maximale est donc :

. E2

Mouvement d’un mobile 1 - Cf. calculatrice.
2 - Pour exprimer la position xo du minimum local de cette
fonction, on cherche I'abscisse d’annulation de sa dérivée, ce

qui donne :
dgjf* = 3);*; + mgsin : 5
X min 3
qui  sannule
en:
Charge d’un capteur capacitif 1 - Cf. calculatrice.
2 - La pente

initiale de la fonction
est la valeur initiale
de la dérivée. Or : U

=E(1
quivautent=0:
3 - L'expression de la fonction h(t), tangente a U(t) en

t = 0 est donnée en adaptant la formule générale de la
tangente d’une fonction fde I'argument x en un point xo: f{(x)

" t(x) = flxo) + (x X0).4dx¥L FBxo

Ce qui donneici :
0 qui est bien tangente a U(t) en t=0.

4 - Si I'on note t1ole temps pour que U(t) atteigne 10%
de sa valeur maximale qui est E, on a par définition : U(t10) =
E__= E@ e aym) et de méme :

10

+ill.est pertinent de considérer z comme une constante
correspond a la situation pour laquelle le terme en 2L2;

dans cecas: '

Au contraire, le domaine de ! dans lequel il est pertinent de
considérer z comme une fonction linéaire correspond a la
situation pour laquelle le terme /2L2 R?

R
donc | / T =W
dans ce domaine : ’ 7= R2+ 22 R[2=1L
p P
2 Modele de force non-linéaire
kx

1. Pour déterminer le maximum de la fonction y(x) = #*+%3

, il suffit de voir quand sa dérivée s’annule : dxdv = k(

(2x+2x+20x)20) 222 qui s’annule clairement quand

k=0

—_
. ylay) = 52— ‘ ‘
La valeur du maximum est doncMu_.
On voit sur la courbe que le max est atteinten x=x0=1 ce
qui donne la valeur de xo et on voit que ce max

vautVmaz = 3,5 = 537 donc

2. Pour déterminer le modele affine de cette
caractéristique au voisinage de x = 3, on utilise

I'équation de la tangente : t(x) = y9(x1).(x x1) +
y(x1) pour — soit on utilise I'expression de y(x)

avec les valeurs de k et de xo déterminées précédemment et
ona:

| y(x1=3)=2  letyO(x1) = 0,56 |
— Soit on utilise le graphe, on voit que
(y(a=3)=2 et que p°(x)= 06 . Donc,
le
modele ’ tx)= 06.x 3)+2 ’afﬁne de la
fonction au voisinage de x1

=3 est

3 L'équation qui permet de savoir a quelle distance de

I
Ultso) = 55 = Edite) ' KHD)db60)+ (16 Ohvelsions0+

@ point la modélisation s'aloigne de la réalité de plus de 0,1

donnent :f10 = Tingg et fog =
nL
'r(n,m'
Par définition : ‘ tm = £90 t10= BIn9 ‘

Impédance d’'un dipéle 1 - Tracer l'allure de ce module en

fonction de2 - Le domaine! pourde !! variant dedans lequel0 a

X1 Rz donc si : | /XR=I

z=pR?+ 2L2pR2=R |

correspond a rechercher la solution de I'équation y(x) t(x) =
0.1i.e.y(x) 2=01
tx)=_F +0,6(x 3) |

3 Mise en forme d’un signal

Les réglages sont 0,1ms/div et 2V/div.



1. Alaide du graphe, I'amplitude est 2,5 carreaux donc

uo=5V

Pour le temps typique de décroissance, on utilise la
méthode de la tangente a l'origine, mais il faut faire attention
a l'origine des temps.

Dipgle BC
[ | LR o
L= o )
e " -
\ | 4
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Sur le graphe, on lit une intersection qui a lieu 1 carreau
apres le début de la décroissance, donc.
2. Le signal u(t) est une
exponentielle décroissante, qui
‘ U = Uoe (¢t to)/a ‘comme a décroitre en un instant
to, donc elle est de la forme.

Or to est négatif sur le graphe et il correspond environ a un
1/2 carreau, donc to= 0,05ms

Lamplitude du signal au moment ou l'alimentation reprend,
i.e. 4,5 carreaux aprés t = 0 i.e. a l'instant t1 =
0,045ms est donc donnée parce‘ u(t1) = uoe (t1t0)/m
qui donne numériquement u(t1)

Ce signal est nul avec une précision que I'on peut estimer
par le rapport de la valeur en t1 et de la valeur maximale,
i.e. Uo, ce rapport vaut e (t1t0)/B =

La largeur du trait de mesure est de I'ordre de 1/10 de
carreau, ce qui correspond a une imprécision de 2/10 = 0,2V
ce qui est nettement supérieur a la valeur théorique en t1. On
peut donc considérer qu’aux incertitudes expérimentales pres,
le signal est nul en t1

4 Interaction de Van der Waals

1. On sait queEP("') = % +58 3 la dimension d’une
énergie, i.e. des J, donc a = . méet b = . m!2 de sorte que les
deux termes soient homogénes a des J. Dans les régions ol r
est faible, c’est le terme en 1/r'2 qui domine et dans les
régions oU r est grand, c’est le terme en 1/r® qui est négatif qui
domine, ce qui donne l'allure suivante :

Energie potentielle

— Ep(r)

T T T T T

10 1.5 2.0 2.5 3.0

2. La valeur y, de r qui correspond au minimum de
I’énergie potentielle, correspond a I'annulation de la déri-

. Y
vée : Lo _ b %6%311 =0 donne| , - ¢ 2k
5 Détecteur de particules

1. L'allure de V (t) est une juxtaposition d’une fonction log
croissante et d’'une fonction en exponentielle décroissante,
telle qu’elle soit continue a la jonction :

o7 —— tension mesurée
06
05
04
03
02

01

0o

=]
[¥]
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correspond au temps typique de variation de la fonction
dans sa partie croissante (c’est-a-dire au temps nécessaire
pour que I'argument du In passe de 1 a 2)
et est l'inverse du temps typique de décroissance de
I'exponentielle, c’est-a-dire qu’a partir d’'un temps égal a
quelques 1/, 'argument de I'exponentielle sera grand devant
1 et I'exponentielle sera faible.
La valeur extrémale de V (t) est la valeur en t1 V (t1) =
1 0 1 V=Vin(1l+t/@)
Pour déterminer A . on écrit la
continuité de la fonction en t1, ce qui donne : V (t1) = V1=
Voln(1+t1/0) = Ae ' Donc :
A=Vien
Ainsi, on a bien une fonction V (t) qui s’écrit pour t > t1 sous
la forme :
V(t)=Vie (¢t1)donton voit bien qu’elle

voit Vien t = t1.

2. La dérivée temporelle de V (t) en t = 0 vaut :



: avy Vi Vi
V(t:(]):(’” _?n(]‘”/”r)z U:(T_L)zzuzTn ‘

La dérivée secondc dL V(t)ent=0est:

_ _ [ d*V _ Vo I
V(t =0= (‘”7 )f:ﬂ ((T‘H) )f:ﬂ T

Il n’y a aucun rapport entre ces deux grandeurs : la
dérivée d'une fonction en un point n'a rien a voir avec la
valeur de cette fonction en ce point. On peut par exemple
tout & fait envisager une fonction nulle en un point dont
la dérivée en ce point est non-nulle.

3. Le temps de montée tn défini comme le temps mis
par le signal pour atteindre la moitié de sa valeur extrémale
est donc donné par la relation :

V(tm) = Voln(l + tp/7) = %

Ce quidogne:i ar

[°AY

R

Vi

2Vo 1
4. La dérivée premiere de V (t) pour t1 (le fait référence

au fait que I'on se place “juste avant t1”) vaut :

=@ exp

' _ _ (dV _ Vi 1 __V
V(l’ = (‘1 ) - (‘(“ )f:tl o TU 1+t/7 : o TJrE:!1

La
+ 1
dérivée premiére de V (¢)ipour L1 (Ie +98 fait référence au

fait que I'on se place “juste aprés t1”) vaut :
V(t=ts1) = Vie

A priori, ces deux valeurs n’ont aucune raison d’étre égales
: la dérivée de V (t) n’est pas continue en t1 (c’est dailleurs ce
que l'on voit

(tit) = V1

fonction n’est pas continue en t) sur le
La discor:Ltinuité de cette grandeur vz?;ut : graphe : la
Vit=t7) Vit=t)= W =% pente de la
6 Régimes transitoires
1-Onadonc:
‘ u(t)= luosin(lt) ‘ , donc
u(t=0)=0 |
et ‘ u"(t) = Puocos(!t) ‘
et ‘ u(t = 0) = .’ZUO ‘

donc

On retrouve le fait que la valeur de la dérivée d’une fonction
en un point n’a rien a voir avec la valeur de cette fonction en
ce point.

Soit maintenant une tension décrite par la fonction u(t) =
Acos(!t) + Bsin(/t). 2 - On a donc:

u(t=0)=A4

u'(t) = !Asin(!t) + Blcos(!t) et donc

:u'(t=0) =0+ B! Sachant que u(t

=0)=0=Aetu(t=0)=uo=B/

Ce quidonne :A=0ct B= e

Ainsi la fonction recherchée est :

Lu(d)= “sin(l o) |

L'allure de cette fonction est une sinusoide de valeur initiale
nulle.

Soit maintenant une tension de la forme : u(t) =
e 7 (AcosQt + Bsinfit)

3-0Ona:

u(t=0)=A )

ensuite, on a (il faut faire la dérivée d’'une somme de
deux produits, ce qui donne quatre termes) :

u(t) = e 7 QsinQt  —e TcosQt +e 7 CQcos(lt
ge = sint A
A e B
Si on évalue cette fonctionen t=0,ona:
u'(t=0)=4g+ BX.
Sachant que u(t =0) =0 =4 et
u(t=0)=1 =2+ B

cequidonne:A=0et B=%“x0
La fonction recherchée est donc :

Lu(f)= “e *(sin =) ]
Soit maintenant une tension de la forme : u(t) =

Ae %+Be LJ
u(t=0)=A+8
4-Ona: (4 _) B:+_ tensuite
alt)= s T ne Pyone.
at=0)= A £
Sachantque u(t=0)=0=A4A+B
?)(t:()):'r}.”: f—l %

La premiére équation donne : B = A, qui, réinjectée dans la

A A
B0 = Tt e qui donne :

A = vomp2 Donc :

deuxieme donne :

B Bh
B =

B, By étudiée

tion
est:

La fonction est
nulle a t=0, puis
croissante si u'o> 0, elle atteint un max puis tend vers 0.

u(t)=

7 Lien fonction/dérivée

La vitesse d’'un paquebot de masse m lors d’un freinage
s'écrit : v(t) = voe V2.
= Yo

1 -0Ona:"= —+¢€

Onvoitque: ¥ = &+

Si cette relation est issue du principe fondamental de la

dynamique appliqué au paquebot, on a : mv' = Fex en
projection, ce qui donne par identification :
Dans un autre modéle, la vitesse s’écrit : v(t)=
. v = _
. [s%% - t)z
v = —L%
2 -Ona: (I+at)?, On a donc :
Blv2 _ 2, . » .
ﬁ[“ 907 = JLVO (il manquait le vodans I'énoncé)
2 .
Ona: m\'/ = Fou ce qui donne :

Vo

]
Fop = 2’ |




Laltitude d’un lévitron est donnée par : z(t) =
zocos(!t)
3-0Ona:z()-= Izosin(/t) puis z'(t) =
Pzocos(!t) On endéduit que

8 Fonctions composées

Lors du freinage d’'un TGV de masse m, la vitesse v(t) vérifie

d (1 2y 3
I'équation ar(gmv®) = av

Ayl 2y
1 -Leterme de gauche est 41 (gmw?) = mvd

Par identification, on

a donc: mw' = my = Rlv2 Bv3 Ce qui donne

Dans un circuit LC, la charge q(t) du condensateur C vérifie
I'équation : LCq'% + g2 = cste.
2 - Sil'on dérive cette équation par rapport au temps,
on obtient :
%(LC()Q +¢?) = %(cste)
2LCGG + 2qq =0

ce qui donne I'équation différentielle : LCG+q=0

Soit z laltitude d’une bille dans un
saladier hémisphérique de rayon ro. On peut montrer par le
théoréeme de

Pythagore que z = pro? r2
dz _ 2r — r
3 -Ona dr 2\/,.5 r2 \/’é 2
2= 4= @a=Proa
4 -Onadonc: r rg r
Commentaires : si r =0, on est au fond du saladier et z'(r =

0) =0, ce qui est logique, car le fond du saladier est horizontal
: méme si rvarie (r' 6= 0), z ne varie pas.

Si r = ro, on est sur le bord du saladier, donc celui-ci est
localement vertical, et donc la moindre variation de r donne
une tres grande variation de z.

9 Fonctions sinusoidales

Ecriture d’une fonction 1. u(t) est une sinusoide de valeur
moyenne Umoy= 2V, d’amplitude uo= 1V, de période T=20ms
et qui commence a sa valeur moyenne. Pour toutes ces
raisons, on peut la mettre sous la forme :

‘ u(t) = Umoy + Uosin 2Bt T ‘

2. Sa valeur moyenne est égaleécar la
Umoy

moyenne du sin est nulle. 3. La valeur efficace de sa

composante alternative est

luo/p 2=1/p2

Ecriture de deux fonctions

i T
AT i “T
P 3
4 hN /
3 N /
2 A=y T, /
- -~ /

=1 N\ ~ f
g ’ LY M /
ErT> \ =
E i 0,01 u‘g\z o83, 0,04 ,/ 0,08 0,06

1 /

b Mo / -
2 K e
N 7
3 . 7
\ S
Al 7
a \ 7
N
h ) ,z/
: e
&

Temps en s

1. Lespériodes se lisent sur le graphe: | T,=0,05s
T2=0,05s [et. Les deux signaux ont

méme période. La pulsation associée est :
1= 2= 2B 40 @=122 rads |

2. Le signal rouge est en avance sur le bleu. Si 'on note
t I'avance temporelle de rouge par

rapport a bleu, t=0,01s |on peut mesurer :.

Et on a donc un déphasage :

— 9xAl _ Zr00l,
PSE = T = Wmd ‘

. At

Tensions en V

Temps e &

Il est cohérent d’avoir un déphasage inférieuraau vu| g /2
des deux courbes, car la courbe bleu atteint son

maximum avant que la courbe rouge n’atteigne 0.

3. Les amplitudes se lisent directement sur le graphe

Lum=5V | pourle rouge et pour e beu,

Deuxieéme partie

7 . . V4
Développements limités
10  Vérification

Les développements limités corrects sont :
. o 1 1 T . 1
L o5 ~a @@ o ™
On vérifie notamment sur la deuxiéme formule que le
développement limité ne change pas I’homogénéité d’une
formule.

1 3z

1
1+x 2



11 Solution approchée

On effectue les développements limités des diverses
fonctions : cosx <~ 1, (1x) 2¢- 1+ 2x

donc le développement du terme de gauche donne
@ o < k(1+2 x)= x donc

klx= o= 03=0,12]

cos(x)

On peut comparer cette solution a la solution issue d’'une
résolution numérique exacte qui est. On a un
résultat  relativement proche : le
développement limité est satisfaisant.

12 Pression dans une classe

1. Largument de I'exponentielle ne doit pas avoir de
dimension : H est forcément une longueur, car h/H est sans
dimension. Sa valeur numérique est de I'ordre de 8km. C’est
beaucoup plus grand que la hauteur de la classe : I'argument
de I'exponentielle reste pratiquement nul sur la hauteur de la
classe : on peut considérer la pression comme presque
constante sur la hauteur de la classe. on peut déterminer une
expression approchée au premier ordre de P(z) Po par
développement limité :

P(z) = Poe #" - Py 1 wzdonc P(z) Po ¢~
Pof ‘
2. Lerreur maximale que 'on commet en considérant la

pression uniforme dans I'enceinte est de l'ordre de Fo#rdonc
P Z
o0y _ _z . .
p = 7 en valeur relative de ce qui est

complétement négligeable.

13 Champ de gravité terrestre

1. Le champ de gravité terrestre est g(r) = goR7? /r2. Pour
faire le développement limité a l'ordre 1 de ce champ au
voisinage de la surface terrestre, on fait apparaitre une
grandeur petite devant en utilisant le fait que r Rr<< Rr. g(r)

= gorRzr2 = (R +gorRT2RT)2 = Rrz-t+goRrRT2RTT24" _—
(—)

T
¢ & i
RZ ET 0 34£
o) g0 1255
g Rz 1 2rRr =g

2rrRrr B

2. On approxime une fonction en r 2 par sa fonction
tangente. Or vu la courbure de r 2, sa tangente est sous la
courbe : on a donc tendance a sous-estimer la norme de g(r)
en en faisant le développement limité a I'ordre 1.

14 Rayonnement d’un corps

En utilisant la formule de Taylor, on a :
P=5(T4 To4) <~ 4S To3(T  To)

T=T+T To=T(1+"x")

Lautre méthode consiste a poser : ce
qui donne:

So(T* Tj) = So(Ti(1 + L) 1)
~ So (T (1+4550) T3) = So (T3 +4TH(T To) Ty)
| ~ASTTHT T |

15 La mission Darwin

1. Onalarelation:
GMg GMy Y
0= 2 Q°d
2 D dE

L'expression de la vitesse angulaire donne, si on la réinjecte

dans cette équation :
GMsg G My GMg
0= = —d
: d? + (D d)? + D3

qui peut se réécrire :

0= 1+ a -&-i
T &2 (D a2 D3
puis :
(.l.’l‘Q
= 1 3
0 +(1 I)2+1

2. On peut simplifier cette équationsi 1 x= "<<1, elle
devient :

0= 1+a(l £)?

2

+(1 E):;

qui devient, apres développement limité a 'ordre 1 :

a(1)? «
0= 1+'€2 +(1 35):6'—2+( 3g)
=3

1/3
-— (2
doncL = — donc

ce qui donne numériquement quelque chose de tres
proche de la solution numérique.

Troisieme partie Différentielles

16 Aire d’un disque On a A = Ar?dont la différentielle

est. dA = 20rdr

On peut interpréter cela en comprenant que 20r est le
périmetre du cercle et que dA correspond donc a l'aire du



bandeau d’épaisseur dr que I'on peut plaquer sur ce périmetre
de sorte a augmenter le rayon de dr.

17 Relation de conjugaison
La relation de conjugaison peut se réécrire
x'= B

il
Si I'on calcule la différentielle de cette fonction de x en xo

celadonne:
0_ f(f+x0) fxaq
’ dX"= T r )

f-Z
dx = Frxal? dx

18 Champ de gravité terrestre
1. La variation infinitésimale  dg
est donc
Ldg= %dr= g% dr |
2. Pour dr=h=30km, on‘ dg=103S.1 a.
Comparée a go, cette variation est
négligeable : I'approximation g(r) «- go est une bonne

approximation.

19 Dérivées et différentielles ona:

— flo=axa1et ‘ dfi= ax?ldx ‘

—f0=b(x+a)tet | dfr=b(x+a)ldx |

—fs=calar +)° et [ gf= ca(ax + b)dx

— fa% = 2sinxcosx et ‘ dfa= 2sinxcosxdx ‘

— f59 = kcoskx et ‘ dfs = (kcoskx)dx ‘

2ksinkxcoskx et ‘ dfe=  2ksinkxcoskxdx

— fo0 = 2axexp(ax?) et ‘ dfo= 2axexp(ax?)dx ‘

20 Variations infinitésimales

1. La variation infinitésimale d’énergie dE si la quantité de
mouvement passe de poa po+ dp a m fixée est : si on la calcule
en’pﬁb?;La%%aijatiofr,ﬁhmﬁrﬁté%ﬁdplé d’énergie dE si la masse
passe de moa mo+dm a quantité de mouvement po fixée :

2 2

dE = 4-dm = 30%dm = 0%dm

3.0nap=p2mEetdonc ’ dp= %dm = “E?qtmﬁ

Quatrieme partie

Nombres complexes

21 Passages

1 - Le module Z de
I'impédance VA
est:Z= pR2+ I2L2
Pour le tracé, cf. calculatrice.
2 - Largument "de I'impédance est tel que : tan(") =
() _ wL
Re(Z) — R m 7
Donc: | ' = tan ‘(44 |

Pour le tracé, c’est 'opposé de la fonction tan 13 -
D’apres ce qui précéde,ona:p 1

(Z=z = Reifiom D)

4 - La représentation de ce complexe procede du cours de
terminale.
On doit trouver :

Z= p22+32= p4+9= pl3
1,3

et = tan

22 Extraction de grandeurs

1 - Lle module G de H est } Enerappeftegue .e module

d’un quotient est le quotient des modules.

Pour le tracé, cf. calculatrice.

2 - Largument "de H est I'argument d’un quotient, donc
la différence des arguments. Le numérateur est un réel, donc
d’argument nul, donc :

6 - Soit un systeme caractérisé par une grandeur complexe

. Une condition sur /, L et R pour que I'impédance

soit strictement réelle est que sa partie imaginaire soit nulle.
_ jwLR(R jwl)
OFZ - RZ+ w22 +R

: _ jwLR?® __
dont la partie imaginaire est :I”"(Z) — RT4+WILT T 0 si

donc | Z=R |dansce cas.

23 Egalité entre deux complexes

— On a B qui est le module du complexe de droite, donc qui
doit étre égal au module du complexe de

gauche, ce qui est :p’ B=A X2+ )2 ‘

— g est I'argument du complexe de droite, il doit donc étre

. — Ax estla

donc: X = cos g

— De méme Ay est la partie imaginaire du

gauche, donc : Ay = Bsin(g) donc :



Mrg(ﬂ] = Arg(R) Arg(R +jIL) = Arg(R+jIL) = an '(%£) ‘
accessoirement vaut :
3 - Le complexe g sous forme géométrique est donc :

S ; 1c/L
’ﬁ:Ge/ :p—R;Welta” (R)‘
4 - Sa partie réelle est donc :
’ Re(H)= Gcos' = v—5—cos(tan '(‘F)) ‘qui ac-
i __ R
cessoirement vaut -5~
et sa partie imaginaire est :

’ Im (H)= Gsin ' = r=Z==sin( tan 1(%)) ‘ qui

R24122
__RIL
R2+12L2
- __ilL
5-Pourg, = m
: — __wb
on a : G2 = s | et
"= Arg(jIL) Arg(R+jIL) |
Donc:| ', = tan ‘() |
Donc :
. : 1L
’ﬂzz Goel * = vl (7 fan () ‘
Sa partie réelle est donc :
wl T 1wl
\/WCOS(% tan (%)) Re(Hz) = G2cos2=

o o et sa partie imaginaire est :
et sa partie imaginaire est :

0, .,,0 R
Pour g, = E+ilL on a de méme :

P
’G _ R, 2]
3= R24+1212

et '3= Arg (R°+j!LY Arg(R+j!L)
170 ]
Donc :| 5= tan '(“Er)  tan ‘(%) ]

Donc : . ]
_ i3 _ R®+12L%2 j(tan 1elL tan ik
| Hs= Gsd? = pRElLE Jlan (o) D
Sa partie réelle est donc : Re(H3)=  Gscos'3 =
p e —
RZ24w2L2 1/wL’ 1wl
_ o wl - 1wl —A=t e cos(tan ' (“-)  tan '(<5))
ITT!;(HQ) = GQSE??-QQ = W.‘;?n(g tan (T)) R?+w?2L? R R

Im(H3) = Ggsings = Msm(mn 1(“”T,

fjr{2+w2L2 R )
tan (<))

™~




TD : Equations différentielles du premier ordre

Corrigé
Premiere partie — Solution
Analyse et résolution &
analytique d’équations i
linéaires )
1 Equations différentielles linéaires e
Equation 1

La solution de y’—4y = 0 est de la forme : y = ke*t

Avec y(t=2) =9, celaimpose y(2) = ke8=9 donc , L, . , .
2 Phase d’accélération d’un TGV, modele

1k=9e8
simple
donC: e . .. .
1. L'équation qui régit sa vitesse v(t) est :
dv.
y = 9e(4t8) ‘ ’ mg = Fo bV‘
2. Sila vitesse initiale est nulle :
. — aux temps courts I'équation est environ
Solution dv _, Iy
500 H—— o d . . .dt m
solution mvg; < Fo, ce qui donne une vitesse qui
0 évolue en, i.e.
300 at Fo g
v~ b+ esle g5 constante est nulle, parce que
200 la vitesse est nulle initialement.
— Ensuite, le terme en by augmente et la vitesse augmente
100 . . . . N . )
de moins en moins vite jusqu’a atteindre un état
0 d’équilibre dynamique entre les deux termes qui
T T T T T T T @ o o
ee 0510 1520 2 30 correspond 2 une vitesse donnée par @ = U =F,
F
.oy — Lo . .
bviimi.e.Vlim b dont les dépendances sont logiques.
— Pour atteindre cette vitesse limite, on écrit que le temps
Equation 2 typique est le temps nécessaire pour atteindre vim en
. fo
La solutionde y’ + 7y = 9 est la somme : partant de v(0) = 0 avec une pente m, i.e.
. . s . A Uiy 0_ m
— de la solution particuliere, yr qui est de la méme forme T=p—=0
. m
que le second membre, qui est une constante, donc on : : o .
. ’ . ’ o — 0 Si la vitesse initiale est vo:
cherche une solution constante, i.e. yrtelle que¥p = VY, y ) . omi R
. )2 , , — aux temps courts I'’équation est environ "t Obvo, ce
ce qui donne I'équation y¢' + 7yp=9 donc yp=9/7 d
— de la solution yn de I'équation homogene, i.e. yu'+ qui donne une vitesse qui évolue en dt «-

7yn=0,i.e.yn=ke’t “r—,f’”ﬂl o v~ Fobroy oy oogle
— Donc lasolutionest:y =yp+yn=9/7 + ke 7
— Ory(t=0)=0, ce quiimpose : y(0)=0=9/7 + kdonc k
=9/7 et finalement :
(y=9/71 en) |

or la vitesse est vo

L y Fo bug

initialement, donc? ~ —m -t T 0,

— Ensuite, le terme en bv augmente et la vitesse augmente
de moins en moins vite jusqu’a atteindre un état
d’équilibre dynamique entre les deux termes qui

correspond a une vitesse donnée par mg:= 0 = Fo bviim

.oy — Lo , .
i.e.Vtim = 7 dont les dépendances sont logiques.



— Pour atteindre cette vitesse limite, on écrit que le temps
typique est le temps nécessaire pour atteindre viim en

Fo bug
partant de v(0) = voavec une pente™ m
L= Yam Yo _— M a Lz
i.e.” = T B T 3 i.e. le méme temps que précé-
demment. =

3. On peut retrouver ces caractéristiques par une résolution
analytique :
dv __
— La solution de"a = Fo DU est 1a somme de la
solution particuliere vp = Fo/b et de la solution de
I’équation homogene associée vi = ke /Zoavec Blo=m/b.

F )
Onadonc:V = 7 +ke i

_F B
— Si v(0) = 0, cela implique 0= T”""lﬁdonc’l€ - T”, ce
ay — I . )T
qui donneV = 1 e )
Fi .
— Siv(0) = vo, cela implique Y0 = 3- + k donc k =

; Fo .

Yo 7, ce qui donne

Eo t/a° ‘
b e /

Lv=E+( v

Toutes ces évolutions sont cohérentes avec les analyses
qualitatives précédentes, et notamment avec le fait que le
temps typique d’évolution n’est pas une fonction des
conditions initiales.

Solution

— solution
12
10
08
0na
04
0z
00

D.IO D.IZ D.I4 D.IG I}.IS 1 IG

3  Felix
1. Le principe fondamental de la dynamique projeté sur

I'axe descendant U= s’écrit : mz" = mg
Son intégration donne z' = gt s’il n’y a pas de vitesse initiale.

2
Son intégration donne :* = 2 si on note z = 0 la position
initiale de Félix.

Le temps de chute corresponda z=nhi.e.

q—
2. La nouvelle équation différentielle vérifiée par la
vitesse est
mv'=mg kv ‘
3. La solution de cette équation est la somme de sa
solution particuliere v, = mg/k et de sa solution homogene
VH= e %ol @ = m/k donc

v=vp+en
sachant que en t = t1, elle doit vérifier v(t = t1) = w1
doncvi=vp+et/Bdonc

‘ v=w+ (v1 vp)e (tt1)/a ‘

La vitesse limite que I'on notera v1 est égale a la solution
particuliere.

Le temps typique mis pour y parvenir est le temps
4. l'allure de la vitesse au cours de la chute, en prenant v >
v1, est une allure de relaxation en exponentielle typique.

4 Extraction de données a partir d’'une
courbe expérimentale

1. Le signal u(t) est une exponentielle décroissante, qui
comme a décroitre en un instant to, donc elle est de la forme

‘u = Uoe (t to)/@

Or to est négatif sur le graphe et il correspond environ a un
1/2 carreau, donc
’ to= 0,05ms
2. A l'aide du graphe, 'amplitude est 2,5 carreaux donc

‘u0= 5V

Pour le temps typique de décroissance, on utilise la
méthode de la tangente a 'origine, mais il faut faire attention
a l'origine des temps.

[ipdle RC

[ ST o S

o[- Al

b "

==

Sur le graphe, on lit une intersection qui a lieu 1 carreau
aprés le début de la décroissance, donc @ =0,1ms. 3. Ona u(t)
= upe (tt)/B qui est bien solution d’une équation de la forme :

du w o
W TE = Uavecu(t=to) = Uo

5 Démarrage d’une voiture

1. La solution de cette équation est v(t) = e /82, Comme
la voiture est initialement immobile, v(t = 0) = 0 = ce qui
donne :

v(t)=0

2. Léquation différentielle dans cet intervalle a pour
solution :

v(t) =vP+ VH= V0 + e t/m:



On sait ensuite que v(@1) = 0 = vo + e B/Bzce qui donne : Onax(t) = e Bt qui vaut mieut écrire : x(t) =
voemi/a;= Et donc : oe B(t to) Si I'on utilise : x(t =to) =Xx0=0

v(t) =ve+vu=vo(1 e (tB1)/m2) ce qui donne :

Remarque on aurait pu, sachant que la condition initiale X(£) = xoe aem)

était donnée en [, directement écrire une solution adaptée,
qui donne une constante d’intégration plus simple a

déterminer et poser directement : v(t) = vp+ v = vo + oe (t
@1) /B2

On détermine ensuite la constante d’intégration avec la

La forme générale de la solution est maintenant : x(t) =
uelt, mais comme on donne la condition de continuité en ¢y, il
vaut mieux écrire sous la forme : x(t) = poeB(tt)

condition initiale, ce qui donne : Si on note x1=x(t1) = poDonc :x(t)
v(B1) = 0 = vo+ %ce qui donne vo= 0 = Xx1en(t o)
et on retrouve directement le méme résultat que précé- Pour déterminer x1, on prend la solution dans l'intervalle
demment : v(t) = v+ v =vo(1 e (tm)/m2) précédent, et on calcule x(t1) = xoe B(1 &) Ce qui donne
Analyse finalement :
— @2 correspond au temps typique d’accélération de la x(t) = xoen(t 261+t0)
voiture

— [@1 correspond visiblement au temps qu’il a fallu
attendre pour que le conducteur décide de démarrer :

c’est le temps de réaction du conducteur. . .
. La position de M, () 3., est donnée par I'intégration 7 Equation sur la vitesse
= 7T e 1. On a une équation différentielle du premier ordre linéaire
—y=v sur x’, dont la solution est : x' = e Bt
dt ol e ) Six(t=0)=vo= ,celadonne:

Ce qui donne : x = vo(t + Blze (tP1/P2) + cste
X =voe bt

On détermine la constante en écrivant que x(t = 0) = ‘
0 = vollzemi/m2+ cste Ce quidonne : x=vo(t

On peut en déduire x(t) si on sait en plus que x(t = 0) = xo,
+ [Bze (¢ ®@1)/@2) volzemi/mz Donc P (&) piusq ( ) =x0

en effet : X" = voe Btdonne :

finalement : r= ZLe +
x=vo(t+ B2 e (tm)/m 1) z(t=0)=z0= <2 +este, g
; cste donc :
6 Amortissement?
- Vo At
X = (e D+ xo
1. Onax(t)= et
Si I'on utilise : x(t = 0) = xo0 = ce qui 2.
donne : On a a présent une solution de la forme :
X' = emtoux =  oentn)
= e . .
X(£) = xoe ‘ Six(t=t1))=v1= 0, cela donne : x" = vieBtt)
Pour t > ti. On admet que l'équation différentielle est On peut en déduire x(t) si on sait en plus que x(t = t1) = x1,
maintenant de la forme : x Blx = 0. On admet que x(t) est une en effet : x* = vieP(t®) donne :
fonction continue. T = f—:c”( 1)+ este
2. Laforme générale de la solution est maintenant : x(t) t=t)=mx = ',—Yl + cste,,
= ue?t, mais comme on donne la condition de continuité en donc:

t1, il vaut mieux écrire sous la forme : x(t) =
Hoea(t )

x =2 M 1)+ xyg

Si on note x1 = x(t1) = po Donc :x(t) 3. Si x(to) = xo et x'(t = to) = vo, il suffit de changer tent
= Xx1ea(t t1) to dans tout ce qui précéde.

Pour déterminer x1, on prend la solution dans l'intervalle

précédent, et on calcule x(t1) = xoe B¢ Ce qui donne finalement ,
. 8 Comportement de la membrane d’un

- axone
x(t) = xoen(t 2t1) ‘
1. D’aprés les graphes, on peut proposer comme
3. Sil'on change la date de début, on a: expression pour V (t) :

x(to) = xo.



V(t)=Vi+ (Vm Ve /8
ou Vimest la valeur initiale, Vrla valeur finale et @ le
temps typique d’évolution de I'exponentielle.

2. L'équation différentielle vérifiée par V (t) dans cette
partie est donc forcément de la forme :
T +V =V

avec V (t = 0) = Vmcomme condition initiale.

3. Si la dépolarisation est stoppée a une date ts= 30, la
valeur de V (t) est alors : V (ts) = Vi+(Vm Vy)e &8

Si V (t) est alors régie par la méme équation que
précédemment, mais sans second membre, on a :

|24+ v =0 avec V(&)= V(L) ]

On a une solution de la forme V (t) = e /2. Mais comme on
a une condition initiale en ts, il vaut mieux I'écrire sous la
forme: V (t) = e (/2

Et on utilise alors la condition initiale, ce qui donne :

V (ts) = Et

donc:

|V (&) =V(ts)e (tts)/m

Numériquement : A l'aide du graphe, on voit qu’en régime
permanent, I'augmentation de ddp vaut : VyVm=10mV
. Le temps typique de mise en place de cette ddp est de
I'ordre de @ = 1ms d’apres le graphe.

Deuxieme partie

Analyse qualitative et semi-
guantitative d’équations non-
linéaires

9 Modele plus élaboré

1. On a I'équation différentielle, d’aprés le PFD :
’ m Qv - gy ky? ‘

2. Silavitesse initiale est nulle :

— At =0, la vitesse est nulle pendant un moment, par
continuité, donc I'équation différentielle se simplifie en
H’I d'l E]

— Donc v(t) «- Fot/m + constante

— Or a t = 0 la vitesse est nulle, donc la constante
d’intégration est nulle ( si on écrit I'équation précédente
at=0)

— Donc la vitesse croit linéairement avec une pente
Fo/m

— Pour des temps suffisamment longs, la vitesse croit et
donc les deux termes de I'équation vont finir par se
compenser et on aura une situation d’équilibre
dynamique avec une vitesse limite définie par :

h2
m i) =0="Fo  kvi. donc viim= (Fo/k)1,2
— Le temps typique pour passer de la vitesse nulle a cette
vitesse limite est de l'ordre du temps nécessaire pour

atteindre viim avec une pente de Fo/m, c’est-adire @ -
Viim/(Fo/m) donc @ «- (Fo/k)Y/2/(Fo/m)

3. Si la vitesse initiale est non nulle :
— On a 'équation différentielle, d’apres le PFD : mdv = F kv2

—_ dt

% _ 0 A, lavitesse est vopendant un moment, par

continuité donc I'équation différentielle se
v )2
simplifie en : ma o~ By kvl

— Donc v(t) «- (Fo kvo?)t/m + constante

— Orat=0lavitesse est vo, donc la constante d’intégration
est vo ( si on écrit 'équation précédente a

t=0)
— Donc la vitesse croit linéairement avec une pente
(Fo  kvo?)/m

— Pour des temps suffisamment longs, la vitesse croit et
donc les deux termes de I'équation vont finir par se
compenser et on aura une situation d’équilibre

dynamique avec une vitesse limite définie par :

dv _ _ 2
mGi v =0=Fo K. donc vim= (Fo/k)1/2

Remarque la solution particuliere ne dépend pas des
conditions initiales

— Le temps typique pour passer de la vitesse vo a cette
vitesse limite est de l'ordre du temps nécessaire pour
atteindre vim avec une pente de (Fo kvo?)/m, c’esta-dire @ «-
(viim v0)/((Fo kvo?)/m) Bonus On peut faire une résolution
analytique de I'équation :

On a I'équation différentielle, d’aprés le PFD :m?f_lr =
Fo kv2

— On sépare les variables et on met I'équation sous la forme
. duv _
TN T = dt

— que l'on peut réécrire sous la forme : T X-2 = Ldt_ oy
{fx — L lex
sait de plus que[ =shni—=

On calcule cette prlmmve entre X(t = 0) et X(¢t) : — si on est
dans le cas ot v(t =0) =0, 0ona: X(t=0)=0 donc:
17, 14X _
El??-ﬁ = Kt
— sinon, il faut calculer X(t = 0) sachant que v(t =
0)=wvo

Solution

10 1 — splution

0E

06

0.4

0z

0o




10 Base Jump et Cx

1. On écrit que la vitesse limite correspond a la situation
de compoensation des deux forces qui s’exercent sur ’homme
: le poids et la force de frottement, ce qui donne :

2
0= CxSluir "~ mg

C, = 2mg
X S Bair Vﬁm

Donc

2mg _ 2.80.10"
Spairv — 1.1.602

Numériquement,ona: =

1,6.10% .
36105 ~ U; 3, ce qui est tres proche des valeurs typiques de

Cx(c’est le Cxd’une sphére)

lim

2. Le temps mis pour atteindre sa vitesse limite est le
temps caractéristique qui intervient dans [I'équation
dv 2 )
différentielle : ™ = CaSpairs +mg

Sil’lhomme part avec une vitesse initiale nulle, I'accélération
- (d_b) _
initiale est \ dt /1=0 — -

Le temps typique est le temps mis pour passer d’une vitesse
nulle a sa vitesse limite avec l'accélération initiale, ce qui
donne :

p 2m, q
_ Viim _ CxS By _ 2m
- g - g - Cx Sg Bair

- 10

Numériquement : g = ’“fmg—a = 600 _g o

11 Modele d’atterrissage sur Mars

1. Pendant l'atterrissage, l'altitude décroit, donc les
courbes sont parcourues de la droite vers la gauche. Pour
toutes les sondes, la vitesse décroit aux alentours de zo =
50km. On peut supposer ldentifier I'altitude zo en dega de
laquelle on ne peut pas négliger les frottements de ['air.

2. La dimension du terme b est telle que la forme
précédente soit homogene a une force : N = kg.m.s 2= [b]m3.s
3 donc [b] = kg.m 2s. b est un facteur lié a l'intensité des
frottements a une vitesse donnée, il dépend de la surface
transverse de la sonde, de la masse volumique de
I'atmospheére :

— avoir un grand b signifie subir beaucoup de frottements

— au contraire avoir un petit b signifie subir peu de

frottements

3. L'équation différentielle vérifiée par la vitesse v(t) est
donc:

mv' =mgm  bv3
La condition initiale sur la vitesse est v(t = 0) = vo

4, Pour prévoir le comportement et I'allure de v(t), on
analyse I'équation différentielle aux temps courts et aux temps
longs.

Aux temps courts, 'équation peut se simplifier en :
(')1'3

mv'(t ¢ 0) ¢ mgm bvo3. Ce qui donne DO~g Thet

v (o )
i : m :on a une évolution linéaire de la vitesse avec
D'('g

une pentem T

Aux temps longs, la vitesse est importante, la force de
frottement non-négligeable et comme I'équation est une
équation de relaxation, la solution va tendre vers une valeur
limite qui correspond a I'annulation de I'accélération :

mv' = mgm bviim3 «- 0 donc viim = mgbm1/3
Entretemps, la vitesse a crll jusqu’a cette vitesse limite et
la force de frottement aussi, jusqu’au moment d’équilibre
dynamique ou elle est parvenue a équilibrer le poids. Le
temps typique Blo d’évolution correspond au temps mis par
la vitesse pour passer de voa Viimavec une pente typique

b'i.'lJJ 7 = im ,,,”ls]
de 'ordre de9m 7", donc gm =2
L'allure du graphe est donc :
Solution
= — solution
475
450
4325
400
375
350
325
3.00 I ] | . ] !
o 1 2 3 4 5

5. Il faut simplement prendre garde que la vitesse est
dirigée vers le bas et que ce que I'on a noté v(t) est la norme
de la vitesse. Ainsi, la relation mathématique exacte est 9zd: =
vz=v. Donc z(t) est 'opposé de la primitive de v(t).

Ainsi, a la fin de I'évolution v(t) est constante et égale a sa
valeur limite, vi et donc l'altitude décroit de maniere affine :
z(t) = vit + cste

Au début de I'évolution, v(t) décroit et donc la diminution
de z(t), initialement rapide, décroit pour atteindre le régime
affine vu précédemment.

Enfin, z(t = 0) = zo.

On peut donc s'attendre a une évolution de la forme :
Solution

2 — splution

w4

o 1 2 3 4

On peut donc prévoir pour v(z) :



Solution

5.00 1/ — vitesse vs altitude

475
450 1
425 1
400
3.75
3.50 4

3.25 1

3.00

Ce qui est en accord avec le graphe étudié.
12 Analyse d’un systeme stable

1. On a comme condition initiale h(tc) = hc.

A partir de cette date, h va croitre avec une pente initiale
donnée par : h'(tc) = a kh*c

jusqu’a une valeur asymptotique qui correspond a I'an-
nulation de la dérivée, i.e.

h'im=0=a khalimdonc on a : hiim= (a/k)1/4

Le temps typique d’évolution est donc le temps nécessaire
a passer de hca him= (a/k)/*avec une pente de
lordre de h(tc)= a khi

du coup, il est donné par :

_ (ak)Yt he
@ = a khi

2. Lallure est :
altitude en fonction du temps

3.00

275
250
225
200
175
150
125

100 — altitude en fonction du temps

o 2 4 & 8 10

13  Tribologie

1. L'équation différentielle d’évolution de la vitesse x°

di __ o Tl
est [MGF = mgsina i

2. La vitesse limite atteinte correspond a I'annulation de
la dérivée de la vitesse, donc a :
0 = mgsinQ nX'"donca:

mgsino l "
oo (o)

La durée d’évolution est donnée par le raisonnement
classique :
A partir de t = 0, v va décroitre avec une pente initiale

_ . . s
0(0) = gsina 12l donnée par : jusqu’a une valeur

T

asymptotique v;

Le temps typique d’évolution est donc le temps nécessaire
a passer de voa viavec une pente de l'ordre de v'(0) du coup,
il est donné par :

v Vg
T= g i gym
gsino vy

La vitesse asymptotique est la valeur de la partie
3.
horizontale de la courbe.

4. l'allure de la trajectoire (x; 'x) correspondant a m = 3kg
et a la condition initiale x = 500m et x" = Om.s 1 est la méme
que celle des autres courbes, mais elle part d’une vitesse v(t
=0) = 0 et elle a la méme limite horizontale.

Troisieme partie

Résolution analytique
d’éguations non-linéaires

14 Vitesse d’une réaction chimique
1. Pour déterminer x(t), on sépare d’abord les variables : Puis,

Ldt ©npeut intégrer, ce qui donne :

dx _
%=
2px= kt+cste
Pour déterminer la constante d’intégration, on utilise la
condition initiale : x(t = 0) = xo.
En ¢t = 0, I'équation précédente donne ainsi : 2\/xg =
k0 + este donc : 2,/xg = cste
Ce qui donmne : 2\/x =kt +2,/x¢
Donc :

: 2 4 \Z
x = (=" +To) =0 (1 _zym)

Remarque On aurait pu, a I'étape % = kdt, iden-

tifier  directement les intégrales en bornes
correspondantes et pas seulement les primitives, ce qui
aurait donné :

a dx’ __ Lt / -
flf’:t‘n Val & fl’:U dt etdonc: 2px 2pxo=  kt,
ce qui est bien équivalent a I'équation intégrée.

2. Le temps de demi-réaction, @12, est tel que x(@1,2) = xo/2.
kT e
x(112) =20 1 z\r/lf—j =1x0/2, 5

v

Onaainsi:

Ce qui donne:

(1 k712 ) — 1/2
2v/70 , dont I'inversion permet de déter-
miner B1/.



3. Si § @i = ,z,m-‘%/z’ on procéde de méme :
Pour déterminer x(t), on sépare d’abord les variables :
2 = kdt
Puis, on peut intégrer, ce qui donne : 2x /2
= kt+cste
Pour déterminer la constante d’intégration, on utilise la
condition initiale : x(t = 0) = xo.

En t = 0, I'’équation précédente donne a|n5| 2x0 /2= k0 +

cste donc : 2xo /2 = cste Ce qui donne : x/E = x/LfT
Donc:

e rh= ke

dont I'inversion permet de déterminer x(t).

Remarque On aurait pu, a I'étape % = kdt, identifier

directement les intégrales en bornes correspondantes
et pas seulement les primitives, ce qui aurait donné :

x dz’  __ .t ! 2 = =
fx':-nn o =k fu_dt etdonc:v@o V&

ce qui est bien équivalent a I'équation intégrée.
2. Le temps de demi-réaction, @12, est tel que x(B1,2) = xo/2.

On aainsi:
2 2

- —— = k712
Ve a2 2 dont Vinversion permet de

1]

kt

’

déterminer™1/2,

15 Systeme instable?

1. Pour déterminer x(t), on sépare d’abord les variables

= kdt
Puis, on peut identifier directement les intégrales en bornes

correspondantes
T _ ’
f.i’—m ! =k ff’ Ddf
L L= , : .
etdonc:xy = , dont l'inversion donne :
_ -1 _ _xo0
X= 1 3 T 1 xokt

Xq

2. x(t) est donc une fonction qui diverge et le systeme
n’est donc pas stable en xo. Par analyse de la solution ou de
I’équation, on peut construire, puisque

— €

=1 unkt cela veut dire que xokt est sans dimension, on

peut donc proposer le temps :

Il correspond ici au temps pour atteindre I'infini.

16 Evolution d’une étoile double

1. Pour résoudre, on sépare les variables :
R3dR=  kdt
Pour on identifie les intégrales a bornes correspondantes :

R - ¢
fIn’,’:HU RPdR =k [,_,dt'
4

. R By _
Ce qui donne : "2 P kt

, 1/4 o a\ V4
R= (RS 4kt)/* =R (1 1 )
Ce qui donne : (£ ) 0 Ry
On a donc une trajectoire spirale. 2. Le temps B1,2, tel que
R(B1/2) = Ro/2 est donné par :

Qe

v o dt/4
R(B,2)= Ro/2= Ro 1

17 Freinage et accélération
1. On a I'équation différentielle, d’aprés le PFD :

dv _ 2
myg = Fo kv

Si la vitesse initiale est nulle :
— At =0, la vitesse est nulle pendant un moment, par

continuité, donc I'équation différentielle se simplifie en
m“!—1 ~ Fy

— Donc v(t) «-la vitesse est nulle, donc la constante d’in-
Fot/m + constante

—Orat=0
tégration est nulle ( si on écrit 'équation précédente
at=0)
— Donc la vitesse croit linéairement avec une pente
Fo/m
— Pour des temps suffisamment longs, la vitesse croit et
donc les deux termes de I'équation vont finir par se
compenser et on aura une situation d’équilibre
dynamique avec une vitesse limite définie par :
MG )o =0=Fo kv, donc vim= (Fo/k)1/2
— Le temps typique pour passer de la vitesse nulle a cette
vitesse limite est de l'ordre du temps nécessaire pour
atteindre vim avec une pente de Fo/m, c’est-adire -
Viim/(Fo/m) donc @ < (Fo/k)Y2/(Fo/m) 2. Pour des temps
suffisamment longs, la vitesse croit et donc les deux termes de
I’équation vont finir par se compenser et on aura une situation

d’équilibre dynamique avec une vitesse limite définie par :
dv

Mo = 0 =Fo kyiimz donc viim = (Fo/k)1/2

— Le temps typique pour passer de la vitesse nulle a cette
vitesse limite est de l'ordre du temps nécessaire pour
atteindre viim avec une pente de Fo/m, c’est-adire B «-
Viim/(Fo/m) donc B «- (Fo/k)/2/(Fo/m)

On peut faire une résolution analytique de I'équation : On a
dv _
I’équation différentielle, d’aprés le PFD :"*ar =
Fo kv2
— On sépare les variables et on met I'équation sous la forme

; duv _
N =dt

— que l'on peut réécrire sous la forme : 2 = Ldt_ gy
dX 17 14X
sait de plusquef Txz = 5T

On calcule cette primitive entre X(t = 0) et X(t) : — si on est
dans le cas ot v(t =0) =0, 0ona: X(t=0)=0 donc:
llnl ' X = FEt
— smon, il faut calculer X(t = 0) sachant que v(t =



0)=wo
4. On peut en déduire I'expression de :

| v(t) = vimtanh(Et)

5. On peut en déduire I'équation horaire x(t) car : v =

dxge donc :
dx = vdt = vimtanh(Et)dt
Donc :& = “#lncosh(Et) + cste o3 hant que pour t =

0, x(0) = 0, la constante est nulle, donc :

x = “—Incosh (Et)




TD : géométrie et calculs vectoriels

Corrigé

1 ... you’ll have to fight

1 - On utilise le triangle rectangle, ce qui donne : d =
x.cosl
2 - On utilise la-encore le triangle rectangle : d = y.sinl

1= COSxx
4 -0na:h =xtana

5-Ona:ho=y h =y ztana.
6 - Donc dy = hasina = ysina  xtanasina

.2
. _ T P ) St
7-Doncd=d +dy = = +ysina T35 =
reoso + «
3-Ona:d x
ysin

8 - Llevecteurunitairepcos2@ +!usinr=2@cos= 1@'ux +
sinBlluy qui est bien de norme :

9 -Ona:!u.lOM =xcosB + ysin@ = d

2 Calcul de longueur

Un anneau P est astreint a se déplacer sur un demicercle de
centre 0, de rayon a. (0,OM) = . On considére un ressort
attaché par une extrémité en Qo point situé au-dessus de 0, a
une distance a et a l'autre extrémité en P. On note ulx le
vecteur unitaire descendant et on utilise la base (le,le.)
orthonormée telle que !erfait un angle v avec !ux. On note !uy
le vecteur horizontal unitaire vers la droite du schéma.

1. On peut procéder de plusieurs maniéres : la premiere

consiste a écrire la relation d’Al-Kashi :

O'P = (a® + a® + 2a”c0s0)'/? = av/2(1 + cosf)'/? =
2(1.(:0,5'%

La deuxieme consiste a décomposer le vecteur !0oP :
OP=00+0P

Or 04’(5 = ai,

OP = ae? |

Or, si 'on projette le-dans la base (uz, ”'.u), on obtient : le,=

cosNux+ sinv1uy
Ainsi, on a:!0°P =100 + !0P = a'ux+ a(cosv1ux +

sinvuly)

Qui peut s'écrire : 10°P = a(1l +

cosv)lux + asinvluy dont la norme

vaut : 0°P = (a%(1 + cosv)? +

asin?v)V/2 qui vaut bien :

O'P = (a® + a® + 2d%cos0)'/? = av/2(1 + cosh)}/? =
2(1,(_503%

On pourrait aussi reprendre

OP=00+0P

Or 070 = TR

OP! = aler et décomposer ulx dans la base (les!le.) ce qui
donenrait a la fin le méme résultat. 2 - On peut vérifier
simplement qu'en v/ = 0,8/2 et la valeur de OoP est
cohérente.

3 Gravitation

1. On procéde de la méme maniere : la premiere
consiste a écrire la relation d’Al-Kashi : PT = (d? + r? +
2drcosv)1/2

La deuxiéme consiste a décomposer le vecteur PT! :

PT'=PM! + MT!
Or Pﬂfj =duy, !
MT _
=rer
Or, si 'on projette e, 1dans la base (ulxuly), on obtient
0=  sind .
ler=cos ux+ Uy

Ainsi, ona: PT! = PM! + MT! = du!x+ r(cosvux + sinvuly)

Qui peut sécrire : PT! = (d +
rcosv)ulx + rsinvuly dont la norme
vaut : PT = ((d + rcosv)? +
rsin?v)1/2 qui vaut bien : PT = (d? +
r2+ 2drcosv/)1/?

2. Lexpression pour des valeurs pertinentes de v/ =
0,@/2,@
3. La norme de la force de gravitation exercée par P sur

T est d’apres ce qui précede :
F(" — Gﬂf'rn, =G Mm

PT? d2+1r242drcos@

4 Enroulement d’un fil

1. Schéma.



2. Ona:L=1Lo RV.

3. Géométriquement, ona: z(I) =

4. De méme : z(M) = z(I)
(Lo RV)sinv/

R + Rcos V.
L.sinv'=R + Rcosv’

5 Forcage d’un astéroide par une
planéte

1. Schéma.

2. La distance dumr entre m et Mp s’écrit a I'aide d’Al-
Kashi :

dmmp = (RF2 + rp2 2RFrecos )1/2.

La norme de la force de gravitation exercée par la planete

sur l'astéroide est donc :
_ GMgm
F9 o R%+‘ri 2Rprpcosd

6 Homme sur une échelle Par Ia relation de

Chasles, on a :d 1. Llangle OGB est

Onf =0G+GH GG -« 2T 6)=20
ra = Lcost

yo = Lsind

TaH = %cos()

Yo = %sinﬁ'

Ce qui donne :

Xy = %cos‘/

3L .
yu = 5 siny

2. On peut vérifier comme d’habitude qu’en v'=0 et @/2,
tout est bien cohérent.

7 Piston dans un moteur

On sait que le triangle est rectangle, donc I'angle au niveau
o
du piston est forcément : 2 OCe qui implique que :

’ x = beos(5

v+ Lcos = bsin y+ Lcos v ‘

2. Si L X1 b, alors I'expression précédente devient :

‘ X < bsinv’ ‘

8 Projection de forces

—> 3!
1. Dans la base (T ), ona:

Dans la base (lux!uy), ona:
P =Pluy

IT = Tcos@ux Tsin@'uy

| IN = NsinBllux+ NcosB!uy

2. Ona:

I C I o 1 0_ . ol |
’ Ux = cosBlux sin Buy, €t u, = sin Bux + cosBu, ‘

Inversement, on a :

| 10 R I | .ol 0 1 0
’ Ux = cosBluy  + sin Buy et uy = sin Bux + cosBuy ‘

3. ona:I’+ N+T =1a + Nuy' + Psinoi

Pcos@uy® = (T + Psin®)!ux® + (N Pcos®)!u,® dans la base
(Yuxo,!uyo).

Pour exprimer !PT, il faut d’abord le projeter sur une base
orthonormée, par exemple dans la base
(M tuy0)

P IT = T'ux® + Psin@!ux® Pcos@u,® =

( T+ Psin@)!us® + ( Pcos@)!uy0 Ce qui
donne une norme : q

IPIT = ( T + Psin@)2 + ( Pcos@)?
4. Pour exprimer !P.lv, on projette ces deux vecteurs

—5 . '
sur la base (%7 75 ) et on obtient : P = Psinai;|

eyt ﬁ—qo , >/ vsinBi’
Pcosaiy et 7 = veospui + vsinfu ponc

IP.'v = Pvcos sinll Pvsin cosl

9 Produit scalaire
1.0na:

lu = cos®lux + sin@!uy

Le mouvement du piston est harmonique.

dx

3. La vitesse instantanée v(t) du piston est o(t) = Gien
faisant 'approximation précédente :

v(t)= ‘;f = bycosy

et sans faire I'approximation :

v(t)= ‘Zf? = b\',cos\/ L\',sin v

2.0na:

lv = cos luy sin ux

3. Al'aide de ces deux expressions, on a :

lu.lv=1lu=

sin cos@ + sinBlcos = sin( @)

Ce qui est logique, car l'angle entre ces deux vecteurs

= f T . .
unitaires est 0=p o+t 2et le produit scalaire de ces deux
vecteurs unitaires

vaut :



cosv'=sin(v'+ 0/2) = sin( @)

4 -Ona:

lur= cosVux+ sinv1uy

4. Lanormede!OoP est donc:

. 1 0
= Psin Buy

|
u, et p

10
Pcos Buy

Inversement, on a donc :
lux = cosvlur sinvlu. De
méme,

luy = cosvlu+ sinvur

7 - Les normes de ces deux vecteurs valent :

Kluxk = pcos?v'+ (sinv)2=1

1 ] ]
’ u,= cosy Sin Jx

’ﬁ| = \/ (cosf + 1)) + (asind)?
P

On’
5. Le vecteur unitaire est donc donné par :
! 1
! o 1 i I i
£ = lJa[cos‘ﬁ ) erz asin ‘\/E — = COS*ZZEr sin }ze/
(a(cos 1)) “+( asin )

!Uy =
pcos?v +sin2v'=1

kk
8 -Ona:
lw = 2cosVur+ sinvu et lur= cosvux+ sinvluy et
lu,s= cosvluy sinviu'xdonc

lw = 2cosv(cosviux + Y v

. . . ‘l“!’:'
+ sinv/{cosvu sinv1ux) Si * lon
garde que les composantes selon !, on a :

sinvlu )

ne

0
ce qui est logique car la direction de OoP fait un angle 2 avec
ler

On vérifie simplement que ce vecteur est bien de norme

1:
|7>| = 1/(10323 +sin2%’ =1

6. Le vecteur unitaire normal a ce vecteur est

W:cos(g%—%)@ sm( )?—
sin(%)a\ (.oa(g)@)

W.lux= 2cos?v’  sin2v/

Si 'on décompose !ux = cosvyiursinvlu., alors : 'w.lux=
(2cosvur+ sinvu!\).(cosvulrsinvu!v)

Et on a de méme :

11  Al-Kashi

12 Gravitation

Cf. exercice qui porte le méme titre dans lequel une des

corrections proposées utilise la relation de Chasles.

13 Variations d’un vecteur

’ W, bx =2 cos®, sin?,
9 - La norme du vecteur lwest: kk p p
w = 4cos?v'+sin?2v'=  3cos?v'+1

1.

Ona:

lur= cosvux+ sinvuy

10

Construction de vecteurs

1. Exprimons les deux vecteurs !eret le./dans la base

(Tux,'uy) :

2. Ona:

lu= cosvuy sinv1ux

ler= cosvlux+ sinv9iuyetle,=  sinvulx+ cosvuly

00 =

= 1l (ﬁ = fIE}
2. Ona “I. De méme— "
a (e osbe;  si 87}) + a&; ce qui donne finalement :
== =S, - =
3. Donc O°P =1090 + OP = alux +

0°P = 0°0 + OP = aux+ aer= a(cosv'+ 1)lerasinve,

aler

3. Représentation.
4. Sil'on dérive I'expression :



] .
Up = COSlix + Sin \ily
du

=9

L 1
dy sin Jx + cos .y
On voit directement que :

FI
d¢_u\/
De méme que :
QL_ L I
4, = SinJux cosuy = Uur
! l,ona:

5. En utilisant la formule de dérivation des fonctions
composées, on a :

D’apres ce qui précede :

] ]
dUy _ dUy dy _ )
dt = dycdt = Uwv

6. En suivant la méme démarche, on montre que :

14 Détection d’exoplanéete

1. Lavitesse relative de E par rapport a O est donc :
lvr=lv+lvg
Dans la base (ﬁ, ﬁ)
- vsinf
W rux= + VG

cela donne:

v r.luy=vcosv/donc

v r= (vsinv'+ ve)lux + vcos v1ux

2. Lavitesse radiale relative vrest donc :

Vrr= ysinv + vg

Lintervalle de variation de cette fonction est :

[ve wvve+V]

3. Ladistance OE en fonction est : p

OFE = D2+ R2+ 2DRcosv’
d’apres Al-Kashi.
L'intervalle de variation de cette fonction est :

[D RD+R]

15 Positionnement dans la Voie
Lactée



TD : Equations différentielles du deuxieme ordre

Corrigé

1 Pratique de la résolution

Equation 1 : y” + 9y = 0 a pour solution y = cos3t + usin3t
avecy(t=0)=0,ona:y(t=0)=0=ety (t=0)=1=3pu,ce
qui donne u =1/3 et donc finalement :

Qui correspond a une fonction sinusoidale de pulsation 3 et
_ 2n,
donc de périodeT = 5 et d’amplitude 1/3 Equation 2 : y”
9y =0 a pour solution y = e3t+ ue3tavecy(t=0)=0,0ona: y(t
=0)=0=y=+pety(t=0)=1=33u,cequidonne=petl
=3 + 3 = 6 et donc finalement

ly= e fe |

Qui correspond a une fonction qui débute en 0 avec une
pente de 1 et qui diverge en I'infini. Equation 3 : y” +)’+9y =0
et donc une pulsation propre /o= 3 et
un facteur de qualité tel que 2= 1 donc Q =3 Donc Q > 1/2
donc on est en régime pseudopériodique et on a donc une

v ] solution de laforme : y =
T (AeosQt + psinilt)
1

Avecy(t=0)=0,0na: 0= ety (t=0)=u>=1et
donc u = 1/IX> ce qui donne finalement :

Ly= e *'sinpa ]

solution

4 = solution
06
04
0z

0.0

Equation 4 :

On cherche d’abord I'équation homogéne associée a y” +y’
+9y =1, quiesty” +y + 9y =0 dont la solution est, comme
on I'a vu précédemment : yy=

e a1 (AcosQU + psinft)

avec X> =loql 4012

La solution particuliere de I'’équation est une constante
puisque le second membre est une constante et on obtient
simplement yr=1/9

la solution  générale est donc

e 2t ( cosBOt + usinot) + 1/9

y =

Avecy(t=0)=0,0ona:0=y(0) = +1/9etdonc=

1/9
, ,
yt=0)=1= =22Xx+pu . . .
Yy ) 20" TR ce qui permet de déterminer
= 1 581/9
>3 Donc
finalement :
v 1 2179 t
_ ot 1 20 .
y=e 2 g COSIXL + o Sinxt +1 /9
solution
L —— solution
30
25
20
15
1a
05
0.0
b 1 2I 3 1‘4 5 l’I: F 8
Equation 5 :

Pour I'équation y” + 6y’ + 9y = 0 on a une pulsation propre
lo= 3 et un facteur de qua-
lité tel que {0= 6 donc Q = 1/2 Donc Q = 1/2 donc on est en
régime critique et on a donc une solution de la forme :
y=(+ut)eh=(+put)e
la solution générale est donc: y = ( + ut)e 3t
Avecy(t=0)=0,0ona:0=y(0)=etdonc=0)'(t=0) =

1 = u ce qui permet de déterminer u =1

Donc finalement :

y=test




solution

01z —— solution

010

0.08 4

0.06

0.04 4

002

0.00

Equation 6 :
Pour I'équation y” + 7y’ + 9y = 0 on a une pulsation propre
lo= 3 et un facteur de qua-
lité tel que {pe=7 donc Q =3/7
Donc Q < 1/2 donc on est en régime apériodique et on a
donc une solution de la forme : y = erit + perat

Avecy(t=0)=0,0na:0=y(0)=y= + u et donc
= pu
V' (t=0)=1=r1+ rzuce qui permet de déterminer
_ 1
1= (1 rz)donc = (r r2)

Donc finalement :

_ 1 rit 1 rat ‘
’y_ ri r)€ (ri_r)€

2 Liens quantitatif-qualitatif

1. La condition sur & pour que le mouvement soit stable
est @ > 0, comme cela, tous les termes sont du méme signe et
la solution correspond forcément a une relaxation.

La condition sur B et pour que mouvement soit pseudo-
périodique correspond a avoir un discrimant négatif :

| =@ 4 <0 |

2. Cette équation sous forme canonique est

. ! .
|+ "2+ 12x=0 |

3. Pour prévoir qualitativement l'allure de x(t) , on
utilise le fait que : le facteur de qualité de I'équation est de
I'ordre de 5 : il y aura environ 5 oscillations visibles.

la pulsation propre est de I'ordre de 1 : la période sera
de lordre de T8

Les conditions initiales sont x(t=0) =0 etx'(t=0) =vo=2
: on part de 0 avec une pente initiale de 2.

Ces différentes informations permettent de tracer I'allure de
x(t).

4. Pour déterminer analytiquement x(t), ona:x=¢e
t/8(AcosB>t + BsinBot) ol B = 24,= 10s

Avec les conditions initiales, ona x(t=0)=0=AEtx'(t =

0) = B&X =2

. B~ 2
401, ¢-lo ce qui donne wo

or B> =lql

donc

’ x()= sinXte V° ‘

3 Extraction de données

1. Pour déterminer les conditions initiales, on mesure la
valeur du signal et de sa pente a I'état initial

| u(0)=4 Vvetu(0)= =25V (10ms) ' =2,510°Us ' |

2. Pour la pseudo-période, on mesure la distance entre
deux maxima successifs i.e. entre 1 et 2 (idéalement, il
faudrait prendre la distance entre des maxima les plus
éloignés possibles, i.e. entre 1 et 3 et diviser par le nombre de
pseudo-périodes, i.e. 3),

N
BRTA

ce qui donne 2 carreaux, i.e. T = 20ms Pour la
pseudo-pulsation, on utilise :

x= 2" %' 310%rads ' ‘

3. Pour le décrément, il suffit de déterminer le rapport

iy

13 _
entre lesvaleursen leten 2,i.e. vz = 7 — 2donc

’= n2

Rl

Or, le décrément est lié au temps de décroissance :

ce qui donne
_ T _ 210 2 |
| T= S In2

4. On a donc u(t) = e ¥2 [Acos(BE>t) + Bsin(X>t)] . On
utilise les conditions initiales pour déterminer A et
B : u(0) = A qui donne A et

- S _ A

u(0) =i = = + Bro, qui donne B.

4 Levitron

4.1 Lévitron en rotation

1. La solution particuliere est une constante, car le
second membre est une constante quand on réécrit
I'équation sous la forme : z'+@2z = . On cherche une
constante, donc z'p= 0, ce qui donne : zp=p—

La solution de I'équation homogene associée vérifie : z'y +
B2zy= 0 et est donc de la forme : zy = cos@lt + usinBt

Onadonc:z(t)= cos@t+ usin@Bt +a_

Or, on sait que : z(t =0) = 0 donc z(t =0) = 0 = +g_-de
plus z'(t = 0) = 0 = ul Donc finalement :

Z(t) =e_(1 cos@t)

2. Lallure de z(t) est donc :



solution

200 1 — splution
175
150
125
100
0.75
0.50
0.25
0.00

Ou I'on vérifie la continuité de z(t) et la nullité de la pente
initiale.

- T = 27

La période du mouvement est : o

3.

Avec les conditions initiales : z(t = 0) = /B2et z'(t = 0) = vo,
on a toujours la méme forme de solution générale : z(t) =
cosBlt + usinBt + g

Mais les conditions imposent a présent :
2(t=0)=3/a®> =X+ ﬂiz
et 2(t =0) = vy = po donc =0

Donc:

oo - 3
z(t) = Bsinat + 5

Ces nouvelles conditions ne modifient pas la période des

oscillations.
4.2 Lévitron en I'absence de rotation
4, On a une équation z" = @12z, donc avec une

solution en exponentielle réelle : le comportement
du systéme est instable.
5. Ona:z(t)=zp+zn= /B2 + €%+ pe
ou, puisque I'on donne des conditions initiales séparées,
sur la position et la vitesse, il vaut mieux utiliser : z(t) = zp
+zp= /B2 + Ocosh@t + uSsinh @t
Avec les conditions initiales, cela donne : z(t
=0)=/E2= /B%+%donc 0=0Etz(t=
v

— !
0)= vo=Buddonc: o — Het finalement :

z(t) = B/a?

W sinhat
x

Le temps typique d’évolution est celui qui intervient pour
adimensionner le sinh, donc :

| B=1/0

5 Vibrations dans un  module

d’Ariane
1.
Si on écrit que la courbe de déplacement x(t) du capteur en

fonction du temps figurée a droite est de la forme : x(t) =
xocos(1it + ")

, sa période est donnée T = i—: =2 ~0,1s par.

57
Sur le graphe de droite, on

mesure qu’une période de la courbe bleu correspond environ

a 3,5 carreaux. Donc I'échelle temporelle de ce graphe est 0,1

$ 3,5carreaux

Le déplacement s’écrit sous la forme : x(¢t) = xsin(! t + ')

1 1 telle que I'an-
avec x1 = 1,8mim, wy = 57rad.s ' et ¢ pulation de

l'argument du sinus atteint apres 0,3 carreaux soit en
_0,3.0,1 — 10 25.

L= tu-n'n ulation — — 35

Or lannulation de largument est atteinte en

Ntannulation + "= 0 i.e. ence qui tannulation = UJ‘:
donne "= 1tannulation=57.10 2 ¢ rad
0,6

On a ainsi déterminé les trois grandeurs qui caractérisent
entierement x(t).

2.

x(t) est une fonction sinusoidale, donc la forme générale de
I'équation différentielle qui a pour solution x(t) est une
équation du second ordre sans terme d’amortissement, donc
de la forme :

X +l2x=a

Or l'oscillation se fait autour de 0, donc la solution
particuliere est nulle et donc a = 0.

D’autre part, 'oscillation se fait a la pulsation /1, donc on doit
avoir lo= 1.

Les conditions initiales x(t = 0) = xoet x'(t = 0) =x"o sur cette
grandeur, au vu de la courbe réponse sont : x(t = 0) = xo =
x1sin'=1mm =10 3m
gt £t = 0) = Zo = mwicosp = & en effet, la

3,5
courbe croit d’un carreau vertical (10 *m ) en environ 1/3
de carreau horizontal.

3. Pour qu’il y ait amortissement, I'équation doit avoir

les trois termes du méme signe, i.e.

X +0x +N12x=0

Lhomogénéité de [ est telle que Bx’ soit homogene a une
accélération, donc @ est homogéne a I'inverse d’un temps.

4. Une condition pour que l'amortissement soit
apériodique correspond a un facteur de qualité inférieur a 1/2
ou un discriminant négatif, ce qui se traduit par :

=@2 4512<0donc@2<4/12donc @ <21

5. Pour déterminer x(t), on écrit la forme générale
d’une solution apériodique :
X(t) = etym+ oe tymeavec 1/B1=riet 1/B2=
ry et ry N . 4 .
9 o Iz ou sont les racines de [Iéquation
caractéristique : r+ BAr+/1=0
D’autre part, les deux constantes d’intégration et o sont
déterminées a l'aide des conditions initiales : x(t = 0) = xo=+
0



et;i?([- = 0) =S .’IT.() = 'r_:\ + 5_‘—;

ce qui constitue un systeme de deux équations a deux
inconnues dont la résolution permet d’obtenir et o.

D’autre part, on a forcément un des deux termes 1 ou [
qui est petit devant l'autre. Mettons que ce soit B1.
Dans ce cas, apres quelques @1, le terme en e %1 est
négligeable, alors que oe %22 ne l'est pas encore. Ce qui
implique que :

‘ x(t)= eym+ 0e t/@2 0e t/m2 ‘

6. Le temps mis pour atteindre xo/10 peut donc étre
approché par:

x(to) =x0/10 = 0g to/B2

ce qui permet déterminer to.



TD : Rappels d’électrocinétique : loi des noeuds et loi des mailles

1 Manipulation classiques

1-Ona:

La loi des mailles dans le premier montage s’écrit :

E Ui Up;=0 donc:
E = U+ U |
R R

La loi d’'Ohm pour les deux résistances 1 et 2 s’écrit : U1 = Rii
et Uz = Rzi. On notera que c’est bien le méme courant qui
traverse les deux résistances parce qu’elles sont en série (il
n’y a pas de dérivation entre les deux résistances).

On réinjecte donc dans la loi des mailles, eton a:
E = (R1+R2)i

Ce qui donne :

. _ _E
L= R 1+ R 2
2-Donc:
u = U_g = Rzl = —RliHB
3 - La loi des mailles dans le deuxiéme montage
RE
s’écrit :

Eo= Ur:+ u (il faut noter que la tension u est la tension aux
bornes de R: ou la tension aux bornes de R3 : ces deux
résistances étant en paralléle, la tension a leurs bornes est la
méme)

La loi des noeuds s’écrit : i = iz +i3 Or la tension u s’écrit

: u = Rz2i2 = R3iz3 Donc I'expression précédente devient :

=gt

La loi d’'Ohm pour R1donne : Uri = Rii La loi des mailles

Eo=Ri(4% + 2) +u devient ainsi : Eo= Rii+u donc

:Donc:

R2R3 E
Ry+R3

u= R RoR3
1* Ryt Ry

4 - On peut vérifier que l'on retrouve dans cette for-
mule la loi d’association des résistances en parallele :

_ _Ry//R3E
U= Ri+R2//R 3

ce qui est cohérent avec le fait que u est ici la tension aux
bornes de Rz2//Rs. Lidée est donc que l'on peut remplacer

Rz2dans le premier montage par Rz//R3 pour obtenir la
nouvelle expression de u dans le deuxieme montage.

1
2 Adaptation d’'une charge
1 - Schéma :
2-0na
ER _E_
U= R+r et] = R+r
_ . _ _ _E*R_
3-Donc:| p=Ul = (Rerl
. . ar .
Donc le maximum est atteint quand 4% -, i.e. quand :
R=Ro=r
4 - L'allure de P(R) peut étre vérifiée sur calculatrice.
3 Régime permanent
1 - Le condensateur est équivalent a un interrupteur

ouvert, donci=0.0ri2=0.
D’apres la loi des noeuds : i = i1 +i2
Donc:ii=1i iz=0 0=0
2 - Si l'on ferme [linterrupteur K, en régime
permanent, on a toujours i = 0 car le condensateur est
équivalent a un interrupteur ouvert.
Onadoncii=i i2=12
Si I'on écrit la loi des mailles, on a : E1= Rii1 + R2i1 +E2.
Donc:

i _E_l_E_Z_
1= Ri1+R>

4 Exercices techniques

1- La loi des noeuds en N s’écrit :



i=i1+ 12

2 - La loi des mailles dans la maille de gauche :

Ui = Rii1+ u= Rq1i1+ ri

La loi des mailles dans la maille de droite :

Uz = Roip+ u= Roiz+ ri

Or

3_
A it e s _ Ui 1l s U2 1l
On en déduit : j; = " etllz_ =
i1+ i2=1= lRl + sz
Donc:- r I ~N_ U Uz
1(1+ R1+Rz)_ R1+R2
Donc :
uj uz
+
. R R
1= 1+ 4
R1 " R

4 - La puissance recue par la résistance est :

2 Ryt Ry 2

— : —

P=ri®=r(g ==
1 R2

5

Associations de résistances et
conséguences

Associations

1 - La tension aux bornes de 'ensemble est la somme de la tension
aux bornes de chaque résistance :

U= U1+Uz= Rii+R2i

Ce que l'on peut mettre sous la forme :U = Rsi si Rs= R1+ Ra.
l’association série de deux résistances est une résistance de valeur

Rs=Ri1+R2

2 - La tension aux bornes des deux résistances est la méme et
on la note U. Le courant i qu traverse I'ensemble se scinde en

i =11+ 12 Ol 7y :}g,—’l

R>.

u

Ry

est le courant qui traverse
jo = L .
Ry et iy R2 est le courant qui traverse

i=1q jo = L 4+ U

Ainsi,” =t tn= R + Ro
(&)
==

Que l'on peut mettre sous la forme B/ si l'on a

_ U U
/ Ry R2donc:

1 _ 1 1
R//_Rl R

éq

Donc l'association en paralléle de deux résistances 1 @t
uivalente a une résistance :

R2 est

_ RiR,
Ry = RiTR,

Applications

3 - l'association paralléle de 2R et de 3R est équivalente a une

2R3R _ 6R

résistanceR// ~ 2R+3R ~ "5 .Soumise a une tension E, cet
ensemble équivalent est donc traversé par un courant :

[ = B - SE
= R, T 6R

4 - C’est la méme chose que le premier exercice, avec R1=R et

R2=2R. Donc:

U_Jb.L_lRL_Zl-L
~ R1+R2 — R+2R — 3

- C’est le méme courant B qui traverse tout le circuit
(une seule maille, un seul courant). La tension U aux
bornes d’une résistance 2R traversée par un courant
est d’aprés la loi d’'Ohm :

| U=2RA

- En généralisant le résultat obtenu précédemment a
deux résistances dans le cas de trois résistances, on
peut montrer que l'association en parallele de trois
résistances R1, Rz et R3 est une résistance R/ telle que

1 1 1 1
=4 4 L . .

fyy — Bi R:  Rs |ci, on a I'association paralléle
de R, 2R et 3R, ce qui donne :

1 1 1 1 ‘

=%+ 35+ 35 — 6R
By R T 3R T 3R ponc Bt/ 11 . Cet en-
semble soumis a une tension E est traversé par
un courant :

I_L_ll&

- LUassociation parallele de 2R et de 3R est équivalente

s -~ R,, = &2 -

a une résistance'"// 5. Le circuit est donc une
résistance qui est I'association en série de R et de 6R/5
donc une résistance équivalente de 11R/5. Alimenté
par une tension de E, il sera traversé par un courant de

[=5E/11R







DM 1.0

Tous les résultats doivent étre encadrés ou soulignés - I'utilisation du surligneur est proscrite. Encadrer signifie “entourer d’un
cadre”, et non esquisser a la va-vite un vague encadrement. Souligner signifie “tracer une ligne sous un texte” et non tracer une
courbe sous un texte. En conséquence, ces deux actions nécessitent une regle.

Aux concours, les copies mal présentées regoivent une pénalité de  10% en plus des questions que le correcteur ne corrige pas
parce qu’il les considere comme illisibles.

Les DS et les DM de CPGE sont tous corrigés dans cette logique.

Autant commencer a préparer I'aspect “présentation de copie” dés ce DM.

1 Gravimeétre a lévitation

On se propose d’étudier un gravimétre (appareil destiné a la mesure de l'intensité g du champ de pesanteur terrestre. Un
gravimétre est qualifié d’absolu s’il permet de mesurer g, il est qualifié de "relatif" s’il est destiné a la mesure de la variation de g.
Au début des années 1970 une nouvelle famille de gravimeétres relatifs a été développée : les gravimétres supraconducteurs. Le
principe est de réaliser I'équilibre d’une sphére en niobium soumise d’une part a l'action de son poids et d’autre part a I'action d’une
force de "lévitation magnétique". La force de "lévitation magnétique" résulte de I'action du champ magnétique, créé par deux
bobines parcourues par un courant permanent sur les courants qui parcourent la sphére. La mesure de cette force donne accés a la
mesure du poids de la sphére et partant, a g.

Sphére de Az

masse m et de
rayon R

Bobine circulaire de rayon moyen
a comportant N spires parcourues
I par un courant permanent I,

A gauche : Gravimétre supraconducteur de I'observatoire gravimétrique de Starsbourg. A droite : schéma de principe, lévitation de
la sphére

Le but de ce probleme est d’illustrer de maniére simple le principe de la mesure de la variation de g. On s’appuie sur la figure
de droite qui représente la sphére supraconductrice de masse m, de rayon R et de centre C qui se déplace le long de I'axe vertical
0O:et I'une des bobines qui crée le champ magnétique responsable de la lévitation de la sphére.

Le référentiel d’étude (O,x,y,z) situé a la surface de la Terre sera considéré comme galiléen. On suppose que la force de lévitation

d’origine magnétique subie par la sphére dans le systéme considéré s'écrit : |F = F(z)!u- ou luz est un vecteur unitaire de I'axe O

F(z)=alf—=

orienté vers le haut et (z2+a2)" qvec @ = 1,25-10 12ug;; le paramétre a désigne le rayon moyen de la bobine circulaire

et IoI'intensité du courant qui circule dans les spires est exprimée en [Io] = C.s 1= A. On note g I'intensité du champ de pesanteur.
On limite I'étude a la demi-droite z 0.

Existence d’une ou de plusieurs positions d’équilibre 1 - Déterminer la dimension de la constante @ a 'aide des dimensions kg, m, s
et C. Quelle est forcément la dimension de a? Tracer Iallure la fonction F(z). Déterminer la position (abscisse notée zmaxet ordonnée
notée Fmax) de son maximum local en fonction de o, @ et a.

2 - Représenter sur un schéma les deux forces qui s’exercent sur la sphere. Ecrire le principe fondamental de la dynamique
appliqué a la sphére de masse m et de position z et en déduire la condition de I'équilibre de celle-ci.



3 - Expliquer qu’il existe une valeur minimale Imin du courant Io pour que la lévitation magnétique soit possible. Exprimer Imin
en fonction de m, g, a et @, puis I'évaluer numériquement pour a = 5,0cm, m = 5,0.10 *kg et g = 9,8m.s 2.

Stabilité des positions d’équilibre On choisit un courant Io = 14A. La figure suivante représente dans ce cas la fonction F(z) en
fonction de z variant de 0 a 10cm.

0.008|
=
= 0.006
£
£ %)
51 0.004]
5
0.002H
O‘GOﬁ',DG 0 :]2 0.04 [1] IGG 0. 'na 0.10 0.12 0.14
cote—z—(en—cm)
4 - En s'appuyant sur la figure que I'on pourra reproduire sommairement sur la copie, montrer graphiquement qu’il existe

alors deux positions d’équilibre. On notera z1 et z2 avec z1 < zz les deux valeurs de z associées. Donner un ordre de grandeur de z1
et zz2a l'aide du graphe précédent.

5 - Analyser qualitativement l'effet sur F(z) d’une petite variation de position z autour de z1 (dans les deux sens possibles)
et, en conduisant un raisonnement qualitatif précis, étudier la stabilité de cette position d’équilibre. Etudier de méme la statibilité
de la position d’équilibre z2. En déduire qu’une seule des deux positions d’équilibre est stable. Comportement au voisinage de la
position stable A I'aide d’'une modélisation graphique, on cherche a modéliser le mouvement de la sphére au voisinage de la position
d’équilibre stable exhibée précédemment, notée zs= 0,04m et supposée connue dans ce qui suit.

6 -Alaide du graphe précédent, en lisant les valeurs de la fonction et de sa pente en zs, proposer une approximation linéaire
de F(z) au voisinage de cette position d’équilibre stable. On admet notamment que la somme F(z) mg peut se mettre sous la forme
approchée kz + [ : donner la valeur de k et de [1.

7 - En déduire qu’avec cette approximation linéaire, le principe fondamental de la dynamique se simplifie en une équation
linéaire du second ordre. Vérifier qualitativement que cette équation correspond bien a une position d’équilibre stable.
8 - Mettre en forme cette équation et faire apparaitre une pulsation caractéristique /o en fonction de k et m. Vérifier que

I'équation peut se réécrire en faisant intervenir uniquement 2", z, zset /o. Calculer numériquement la valeur de la période de ces
oscillations a I'aide de cette approximation linéaire. Expérimentalement, on obtient une courbe d’oscillations figurée ci-aprées. En

supposant que la période expérimentale est cohérente avec la période théorique déterminée a la question précédente, en déduire
I’échelle temporelle du graphe expérimental.
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Comportement au voisinage de la position instable Dans la partie précédente, on a fait une approximation linéaire a partir de
lectures de graphe. Ici, on fait une approximation linéaire a partir de I'expression exacte de F(z) : il s’agit de faire un développement
limité de la fonction F(z) a 'ordre 1 au voisinage de za.

9 - Alaide de I'expression de F(z), déterminer une approximation linéaire de F(z) au voisinage de la position d’équilibre
instable, notée za.

10 - En utilisant le fait que F(z4) = mg, en déduire que la somme F(z) mg peut se mettre sous la forme approchée : +ko(z z4)
ou I'on exprimera ko en fonction des constantes du probléme.

11 - En déduire I'équation différentielle approchée vérifiée par z(t) au voisinage de za. Analyser le fonctionnement de cette

équation différentielle : la position d’équilibre est-elle bien instable? Construire un temps typique d’évolution. Ce temps typique a-
t-il un sens physique?



12 - On considere la sphére placée en la position d’équilibre instable avec une vitesse initiale z'(t = 0) = vo. Déterminer z(t)
dans ce cas et valider les approches précédentes.

Comportement au voisinage d’un point critiqueconvergent I'un vers l'autre et tendent vers Zmax. On admet que si I'on prend en
compte d’autres eDans le cas ou lo < Iminles points d’équilibre stable et instableffets (frottements,...), dans certaines conditions,
I’équation différentielle qui régit la position est alors de la forme : mz" = (z Zmax)3/2. On préfere a la forme précédente
I'écriture mZ' = Z3/2avecZ=2z  Zmax

13 - On se place dans la situation ou Z(t = 0) = Zo> 0. Prévoir qualitativement I'évolution de Z(t) : 'équation est-elle stable ou
instable? Construire le temps typique d’évolution B.
dz_ _ . 1 -
14 - Mettre I'équation précédente sous la forme : Z3/2 — fdf‘. Trouver la primitive de z3/2. Vérifier en dérivant cette
1
primitive que I'on retombe bien surZ372. Expliquer pourquoi cette primitive est égale a t+cste. Déterminer la constante en utilisant
la condition initiale sur Z. En déduire Z(t).

15 - Déterminer le temps typique de convergence Blrtel que Z(B ) = Zo/2. Comparer Bret B. Commenter.

2  Mécanique

Etude d’un systéme bistable Nous nous proposons d’étudier une instabilité pouvant apparaitre sur les structures en coque
mince. Ces structures, de faible épaisseur par rapport a leurs autres dimensions, sont tres utilisées pour leur intérét architectural.
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Sur la figure précédente, la structure est modélisée par un ressort de raideur k et de longueur a vide a et est soumise a une
charge verticale IF = F luy. Ce ressort est fixé a une extrémité par une rotule, au point A. Son autre extrémité, le point B, peut glisser
sans frottement exclusivement suivant I'axe (0,!uy) de la glissiére, et possede une masse m. La projection orthogonale du point A

s . 1 e —
sur cet axe définit le point 0. Nous notons A0 = lig et OB = YUyl La masse mdu

point B étant tres faible, on négligera la force de pesanteur. On admet que la force exercée par le ressort sur le point B est de la

_AB
forme : |F = k(AB a)'uiou lusest le vecteur unitaire : Yt = A5

16 - Exprimer le vecteur !AB dans la base cartésienne. En déduire sa norme AB, puis le vecteur unitaire !u;.

17 - Ecrire le principe fondamental de la dynamique appliqué a B selon la direction !uy. En déduire I'équation qui définit la
position d’équible de B. Cette équation posséde deux solutions, ce qui fait du systeme considéré un systeme bistable.

Calvin vs Hobbes Calvin - noté C - se meut a vitesse constante vcsur une droite confondue avec I'axe !uy. Son tigre Hobbes, H, qui lui
est initialement distant de rodans la direction perpendiculaire a cette droite, court vers lui a la vitesse de norme vu constante.



18 - Exprimer v cdans la base polaire (w/, u$) en fonction de vcet v Exprimer de méme la vitesse de Hobbes !v ndans la base

polaire.

—
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On admet que dans le référentiel R’ lié a Calvin, la vitesse !'vyo du tigre est donnée par Vu = v Ucl, On écrit cette vitesse en

coordonnées polaires.

!
19 - Exprimer Vr! dans la base polaire en fonction de v¢, vuet v~

Collapse d’un systeme de masses Soient trois masses m initialement immobiles, réparties sur un cercle de rayon ro, au sommet d’un
triangle équilatéral. Les trois masses sont en interaction gravitationnelle, de sorte que I'ensemble se contracte et que le cercle sur
lequel est inscrit le triangle équilatéral formé par les trois masses a un instant ¢ est noté r(t). On s’intéresse au mouvement de I'une
des masses, repérée par rapport au centre O de 'ensemble, par la distance r(t). Il n’y a pas de mouvement de rotation propre.

20 - Construire par analyse dimensionnelle un temps typique de collapse du systéeme (temps typique mis par les masses pour
se rejoindre au centre du cercle qu’elles forment), o, uniquement en fonction des variables G, m et ro.

21 - Exprimer la distance entre les masses, D(t) en fonction de r(t). Exprimer la force gravitationnelle subie par une masse
selon le vecteur !ur. En déduire 'équation [«-] du mouvement radial de la masse, reliant r", r, G et m.
i Gm(l 1y

r ro /. Dériver

[«1] par rapport au temps et vérifier que I'on retrouver bien [«]. En déduire r’(r) en prenant bien garde au signe.

22 - On cherche a montrer que cette équation est équivalente a I'équation suivante L] : 2 V3



