Quelques conseils de préparation

Les cours, les TD (énoncés et corrigés) et le DM contenus dans ce document sont congus pour faciliter la transition entre la
Terminale et le début de la Sup. lls correspondent a des outils mathématiques qui seront utilisés en cours dés la semaine de la
rentrée. Nous ne pourrons pas traiter en classe tous les exercices correspondants; il est donc impératif d’avoir travaillé les polycopiés
et d’en avoir fait des fiches de résumé avant la rentrée. Pour garder les notions fraiches, il semble cohérent de faire une premiere
lecture des polycopiés en début d’été pour se faire une idée globale, puis de reprendre les choses plus en profondeur pendant les
deux semaines qui précedent la rentrée, et a ce moment-13, de faire les fiches, les exercices et enfin le DM 1.0 qui clot cet ensemble.

Pour ce qui est du cours, une connaissance superficielle n’est pas suffisante. Pendant les premiers mois, le cours développe des
bases de raisonnement, de calcul et des approches qui seront utilisés et/ou sophistiqués tout au long de I'année. Il ne s’agit pas
d’apprendre vaguement une formule que I'on aura oubliée deux semaines aprés. A court terme, I'idéal est de connaitre le cours et
les méthodes suffisamment précisément pour pouvoir faire chaque semaine le DM correspondant sans aide extérieure, en un temps
de l'ordre de quelques heures. Les polycopiés de cet ensemble couvrent des outils que nous utiliserons tout au long de I'année, et,
pour certains d’entre eux, dés la semaine de la rentrée. Nous reprendrons ensemble ces outils, mais il est nécessaire que vous les
ayez lus et compris avant la rentrée - le “multicouches” est important. Il est possible que certains points ne soient pas clairs et/ou
gue vous ne les ayez pas compris - il est parfois difficile d’identifier et de prévenir les blocages des éléves. Ce n’est pas grave : cela
sera I'occasion de poser des questions en cours, lorsque nous les reverrons ensemble.

Environ une fois par semaine, les éléves regoivent une feuille de TD avec une quinzaine d’exercices. Nous ne pouvons traiter
ensemble tous ces exercices dans la semaine. Ainsi, les éleves doivent apprendre a travailler régulierement les TD par eux-mémes.
Statistiquement, ce qui pose le plus de probleme aux éléves n’est pas de comprendre le cours ou les méthodes du cours ; c’est de
parvenir a mettre en pratique ces méthodes dans des exercices beaucoup moins guidés et beaucoup plus techniques que dans le
secondaire. Ainsi, aucun cours ne pourra jamais remplacer le travail personnel que vous devrez fournir. Pour parler en termes
mathématiques, comprendre est nécessaire, mais pas suffisant. Dans cette optique, il s’agit de devenir rapidement des éleves actifs.
Cela se traduit par un travail personnel, critique et régulier des cours, des TD et des DM. Et cela commence avec les TD et le DM de
préparation... Comprendre ces cours est nécessaire, mais il faut faire les exercices des TD soi-méme et pas simplement comprendre
la correction. Seule une démarche active vous permettra de progresser tout au long de votre prépa et autant adopter cette attitude
deés le début. Le niveau de difficulté des exercices est hétérogéne et inconnu a priori comme c’est le cas en DS et aux concours. Il est
crucial de se battre sur ces exercices - certains peuvent prendre environ une heure - mais aussi de ne pas se laisser abattre si I'on ne
parvient pas a les résoudre : si tout était facile des le début, I'année de sup ne servirait a rien.

Aprés avoir lu tous les cours et fait tous les exercices des TD, vous pouvez vous lancer dans ce DM 1.0 qui clot cet ensemble. Il
est a rendre le jour de la rentrée. Il n’est pas noté, mais il est conseillé de le faire proprement et de chercher a répondre a toutes
les questions - qui couvrent I'ensemble des outils mathématiques de la premiere semaine. Consigne de présentation : tous les
résultats doivent étre encadrés ou soulignés. Conseil : soyez précis, mais concis.

Enfin, la perfection n’est pas de ce monde. Les énoncés des concours que vous passerez peuvent contenir des erreurs. Il peut
s’agir de fautes de frappe, de fautes de frangais, d’erreurs de report de termes, d’erreurs de raisonnement, etc... Cela arrive tous les
ans, a pratiguement tous les concours. Les cours, les TD, les DM et les corrigés n’échappent pas a ce danger, malgré toute I'attention
que nous leur portons. Il faut donc :

— lire les énoncés et les corrigés avec un regard critique, sachant qu’ils sont a priori faillibles.

— ne pas rester bloqué trop longtemps sur quelque chose que I'on ne comprend pas. Si ce qui est écrit ne semble pas logique,
c’est peut-étre parce que c’est faux. Ainsi, il est crucial de travailler en groupe, pour échanger ses impressions sur des points
de correction et sur d’éventuelles erreurs. A ce titre, les groupes sur Internet et autres sont autant d’outils a utiliser pour vous
poser des questions les uns aux autres ou pour demander de I'aide aux spés qui vous ont précédés...

Bon courage et a bient6t.



Quelques outils mathématiques pour la physique

Introduction Les phénomeénes étudiés en physique sont caractérisés par des variables d’espace, de temps et/ou des constantes
universelles ou phénoménologiques. par des lois d’évolutions temporelles. Ainsi, une grandeur physique s’exprime toujours
sous la forme d’une fonction mathématique : il est donc crucial de maitriser un certain nombre d’opérations mathématiques
pour gérer de telles fonctions et in fine les comprendre.

Premiere partie

Conseils généraux

1 Aborder un probléeme en physique

S’il n’y a pas de méthode unique et infaillible de résolution d’un probléme en physique, on peut tout de méme dégager quelques

étapes-clés :

— S’approprier le probléme : Faire un schéma, identifier les grandeurs physique pertinentes, les nommer. Distinguer dés cette
étape, ce qui est une fonction connue a l'instant initial (les conditions initiales (Cl), que I'on notera la plupart du temps
indicées), des fonctions a priori variables au cours de I'évolution (dont on explicitera la plupart du temps la dépendance), et
des parametres qui seront constants au cours de I'évolution.

Exemple vo est une notation correcte pour une vitesse initiale. v(t) est une notation correction pour une vitesse susceptible
d’évoluer au cours d’un mouvement.

Exemple une solution a I'équation de propagation d’une onde sur une corde s’écrit : e(M,t) = eocos(/t kx), qui est une fonction
du temps t et de I'abscisse x, et qui met en jeu trois paramétres constants : 'amplitude eo, la pulsation ! et le vecteur d’'onde
k.

— Analyser le probleme et le résoudre : décomposer le probléme ou le phénoméne en somme de petits phénomeénes. Pour
chaque phénoméne de base, traduire ce phénomene en équation de base. Il peut s’agir la d’écrire des lois cinématiques,
géométriques, des définitions et le plus souvent de traduire les lois de la physique qui le décrivent. Travailler les expressions
précédentes jusqu’a arriver a I'expression littérale de la grandeur recherchée. Attention, ne JAMAIS mélanger
raisonnement/expression littérale et application numérique. Aprés avoir obtenu I'expression littérale, faire I'application
numérique (AN).

Attention concernant I'application numérique, il est crucial d’utiliser un nombre correct de chiffres significatifs (CS).

Beaucoup d’éleves recopient tel quel le résultat indiqué sur leur calculatrice, ce qui leur fait perdre des points. C’est une
consigne de correction commune a tous les concours : trop de chiffres significatifs ! pas de point a la question. D’autre part,
a I'école polytechnique, la calculatrice est interdite; il faut donc faire ses applications numériques a la main, avec un seul
chiffre significatif.

— Avoir un regard critique sur le résultat : vérifier la pertinence du résultat, tant son homogénéité que son ordre de grandeur
(ODG) (par comparaison avec un ODG de I'’énoncé ou tiré d’une simulation numérique). Etudier qualitativement les cas
limites et la pertinence des dépendances.

2 Analyse dimensionnelle

2.1 Unités et dimensions

A chaque grandeur physique est associé une intensité (ou mesure) repérée par un nombre mais aussi une unité qui en précise
la nature. 7 unités ont été choisies (arbitrairement) pour étre unités de base.
1: Definition

Toute situation physique peut étre décrite par certaines propriétés comme la longueur, la vitesse, la surface etc. C’est ce qu’on
appelle des dimensions. Les dimensions sont les propriétés que I'on peut mesurer.




Définition Les unités sont les éléments standardisés que I'on utilise pour quantifier ces dimensions. La dimension d’une grandeur
physique représente donc sa nature physique et ne peut dépendre d’un choix particulier de systeme d’unités.

Exemple Ainsi, une grandeur qui a la dimension d’une longueur, c’est-a-dire qui est homogéne a une longueur, peut s’exprimer
en metres, yards, angstroms... et ce choix d’unité ne peut avoir d’influence sur la physique intrinsinque du phénomeéne.

Remarque Certaines grandeurs, bien qu’ayant une unité, sont sans dimension : ce sont en fait des nombres purs au sens
mathémathique. C’est le cas du radian : un angle en radian est le rapport de deux longueur : c’est la longueur [ de l'arc de
cercle AB (correspondant a la portion de cercle de rayon R intercepté par les deux demi-droites qui délimite cet angle) divisé

I

parR soit v =

2.2 Homogénéité d’une expression

Ne réaliser I'application numérique que lorsque le calcul littéral est terminé permet de juger ’homogénéité d’une formule : une
équation est homogene lorsque ses deux membres ont la méme dimension. Il est ainsi possible de détecter les erreurs de calculs
les plus importantes - les erreurs d’homogénéité :

Remarque Cela ne veut pas dire que tout résultat homogéne est juste.

- @G}

- On ne peut additionner ou comparer que des termes qui ont la méme la dimension.

- Largument d’une fonction transcendante (sin, cos, exp, In, etc.) est nécessairement sans dimension. Par exemple, si on
obtient apres les calculs un terme du type exp(kt), I'argument kt de I'exponentielle doit étre un nombre sans dimension (si t
est un temps, alors k doit étre I'inverse d’un temps )

- La dimension du produit de deux grandeurs est le produit des dimensions de chacune des grandeurs.

- La dimension de A"est égale a d’, ol r est un nombre sans dimension et d la dimension de A.

- Si on calcule la dérivée d’une grandeur G par rapport a une autre F, la dimension de la dérivée est le rapport des
dimensions de G et de F.

- De méme, si on intégre une grandeur G par rapport a une autre F, la primitive a pour dimension le produit des
dimensions de G et de F.

Exemple Par exemple, lors du calcul d’une résistance équivalente dans un circuit électrique comportant des résistances de valeur
R1, Rz2et R3, des éléves trouvent les formules suivantes. Identifier la ou les expression(s) qui a(ont) une chance d’étre juste(s).

R, — Bit2RiRa p _ Ryt2Ry o p  — Rit2RiRs
eq — 1+ Ro ) €q — Ri+Ra eq — Ri+Ra

Exemples retrouver les dimensions de toutes les grandeurs dans les équations :

() — _at®
— Soit z(t) I'altitude d’'une masse m lancée verticalement a la vitesse vo dans le champ de pesanteur () =~ +
vot +h
— Soit le déplacement d’un chariot lors d’oscillations amorties : x(t) = xoe Ptcos(/t)

3: Méthode

Pour déterminer I’homogénéité d’'une grandeur, on peut écrire une ou des lois physiques faisant intervenir cette grandeur et
d’autres grandeurs ayant des homogénéités connues ou accessibles par d’autres lois physiques.

Exemple Pour déterminer la dimension d’une énergie, on se rappelle que I'énergie cinétique d’une particule de masse m est
1.2 s 4 L )
donnée par Lo = 5mu” goy [Ec] = [m][v?3] = M.L2T 2. L'unité de I'énergie qui est le joule (J) est donc une unité dérivée
correspondant a 1kg.m2.s 2.

Deuxieme partie

Gestion des graphes en physique



3 Tracé de fonctions

3.1 Généralités

L'allure d’une fonction donnée par un modeéle théorique est une donnée importante, qu’il faut savoir obtenir sans calculatrice,
simplement par analyse qualitative, afin de la confronter rapidement a une courbe expérimentale.
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0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

4: Méthode

On utilise :

- les allures des fonctions connues qui interviennent éventuellement dans la fonction étudiée.

- Le calcul des limites de la fonction en et en l'infini. les simplifications asymptotiques et les allures de ces simplifications.
- Il faut ainsi se poser les questions : d’ou part la fonction? OU va-t-elle? Comment y va-t-elle? En quel temps typique?

- Pour les fonctions périodiques, on pourra affiner en déterminant la période de la fonction, ses valeurs maximale,
minimale et moyenne.

Exemple On cherche l'allure de la fonctionf (z) = T+z

— D’oll part cette fonction? En x = 0, on a : f{0) = 0 — Ou va-t-elle? En™ = L flx)~ 3 =1

— On a donc une fonction qui part de 0 et qui croit d’abord linéairement pour arriver en 1, ce qui laisse
présager une allure figurée ci-contre.

3.2 Tracé d’'une somme, d’un produit

Dans le cas ou la fonction s’écrit comme la somme de deux fonctions usuelles, il peut étre utile de tracer les deux fonctions
avant d’en déduire I'allure de la somme recherchée.



Exemple On cherche I'allure de la fonction x ! f{x) = 10
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De méme, quand la fonction s’écrit comme le produit de deux fonctions
usuelles, il peut étre utile de tracer les deux fonctions de base pour pouvoir
prévoir “a la main” I'allure du produit des deux allures. 15
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4 Analyse d’une courbe expérimentale, extraction de données, modélisation

Inversement, il faut savoir extraire d’une courbe expérimentale ses grandeurs pertinentes en vue de les confronter a leurs
valeurs théoriques.

4.1 Analyse qualitative

2: Définitions



Soit un signal s(t). Quelques caractéristiques simples peuvent étre dégagées sur ce signal : - Sa
valeur initiale, si elle existe : s(t = 0)

- Savaleur asymptotique, si elle existeson type d’évolution : fonction croissante, décroissante, périodique...: S(t=1) -

- Son temps typique d’évolution @, son intervalle d’évolution [Smin,Smax], Sa période...
- Sa valeur moyenne (ou composante continue), qui constitue sa modélisation la plus grossiére (valeur de la fonction
constante abritant la méme aire que la courbe considérée, Cf. figure suivante) :

i(A) i(A)

t(s) (s}

\/ T

(Y]
Q=[irt)de Q=<i>.T

4.2 Régression linéaire

La confrontation d’une courbe expérimentale avec un modeéle se fait souvent grace a un modele de courbe. La modélisation
linéaire est de loin le plus fréquente; la linéarisation fonde une partie de la physique : la physique linéaire.

x1 X2=x1+Ax

5: Méthode

Remarque Cette linéarisation est le développement de Taylor le plus simple d’'une fonction au voisinage d’un point

quelconque. Sil'on pousse ce développement “un cran plus loin”, on approxime cette fois la fonction par une parabole
de méme valeur, de méme pente et de méme courbure locale, d’équation : dz2(x) = f{x0)+ f°(x0). (x X0)+ f29(x0). (x X0)2/2

5



4.3 Modélisation en exponentielle
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6: Méthode

Pour de nombreux systemes, la relaxation d’un des paramétres suit une évolution de la forme : x(t) = ae /2 + b - Pour

déterminer les parametres a et b, il suffit d’étudier les valeurs en t = 0 et I'infini.
- Pour déterminer le temps typique d’évolution B, il faut tracer 'asymptote en l'infini et la tangente initiale. Le temps
correspond a l'abscisse d’intersection de ces deux droites.

Exemple On cherche @ modéliser la courbe expérimentale suivante par une fonction de la forme :v = @ + be ™
—Enr=0,v(r=0)=0=a+bdonch=a
— Pour déterminer a il suffit de prendre la limite quand r est grande : v < a. Sur le graphe, cela donne : a = 160km/s

— Pour roon détermine sa valeur en utilisant la méthode de la tangente a l'origine : I'intersection entre la tangente a l'origine
et I'asymptote correspond a ro= 20arcsec.
— Pour déterminer b, on utilise b = a.

Troisieme partie

Opérations de base sur les fonctions
5  Dérivation

5.1 Introduction

Pour caractériser I'évolution temporelle d’'une grandeur x(t), il est souvent utile de se donner une fonction qui refléte le sens
de variation de x au cours du temps.

Principe
— Dans l'approche la plus simple, cette variation peutétre une
variation moyenne de x(t) sur un intervalle donné t. Si x varie

de x sur cet intervalle, la donnée du rapport % caractérise les
variations de x sur cet intervalle. Son signe définit par exemple
le sens de variation de x(t) (si x est croissante ou décroissante), .
et sa valeur quantifie la maniére dont x croit rapidement ou
non sur cet intervalle.
— De maniére plus générale, soit une fonction y(x), la donnée du i ‘
rapport %12 en un x donné caractérise le sens et 'amplitude de ;1 Gk
I’évolution locale de y avec x.
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Limite — Cependant, la pertinence de Az a ses limites : elle ne fournit qu’une idée globale du comportement de y(x) sur

I'intervalle x. En effet, on pourrait imaginer une fonction ayant des variations brutales et rapides sur ledit intervalle, dont la
Ay

fonction Ax ne rend pas du tout compte.

— Enfin, la largeur de I'intervalle x nest pas forcément évidente a choisir et peut sembler arbitraire a priori.
— Pour toutes ces raisons, dans I'immense majorité des cas, on se donne une fonction qui est la limite de la définition

précédente et qui permet de caractériser de maniére exacte la variation locale de y avec x. D’un point de vue mathématique,
une telle fonction est la dérivée de y par rapport a x.

5.2 Dérivée d’une fonction
5.2.1 Définition exacte, mais assez peu utile
Définition
On dit qu’une fonction réelle f, définie dans un intervalle des réels, est dérivable, en un point xo de cet intervalle et admet pour
dérivée f (xo), si:
limg 4, Je) Jizo) ff)m”) = f'(zo)

T T

est définie.
Interprétation

— x—Xo est la variation d’abscisse entre x et xo. Quand on prend la limite, cette variation tend a étre infinitésimale.

— flx)—f(x0) est la variation d’ordonnée pour la variation d’abscisse correspondante. Quand on prend la limite, cette variation
tend elle aussi a étre infinitésimale. Si I'on trace le graphe de f{x) autour de I'abscisse xo, quand au passe a la limite dans
I'expression précédente, cela revient a confondre la variation infinitésimale d’ordonnée locale f{x)—f(xo) avec la variation
d’ordonnée de la fonction affine tangente localement a f{x) en xo. (on confond une courbe avec une droite pour un
déplacement infinitésimal, Cf. graphe précédent)

— Comme la dérivée est le rapport de cette variation infinitésimale approchée sur la variation d’abscisse, la dérivée en xo
correspond donc a la pente de la fonction affine tangente localement a fen xo. Géométriquement, f (xo) = tan(v/(x = xo))
ou v[x) est 'angle entre la tangente locale au graphe en x = xo et I'axe des abscisses.

5.2.2 Autre définition exacte, beaucoup plus utile

Définition on note dx la variation d’abscisse infinitésimale, c’est-a-dire la plus petite variation d’abscisse générique.

Utilité Cette notion est tres utile car elle permet d’'omettre le passage a la limite, qui rend si peu fonctionnelle I'expression
précédente. Il faut comprendre que si I'on utilise la notation dx, cela signifie qu’on utilise un élément qui est nécessairement

suffisamment petit pour rendre exactes des relations qui ne seraient qu’approchées si I'on utilisait des éléments finis ; dx est
toujours assez petit.

3: Définition

Plutét que d’envisager la variation de la fonction entre Xo et x et que faire tendre cette variation vers 0 en utilisant la notion
de limite, on peut introduire des éléments infinitésimaux dans la définition de la dérivée. On peut donc poser x = xo + dx,
avec dx suffisamment petit pour ne pas avoir a utiliser la limite. La définition (exacte) de la dérivée de f{x) en xo devient :

Attention, la grandeur fo(xo) n’a pas la méme homogénéité que f{x). En effet, la grandeur f{xo+ dx) f(x) a la méme homogénéité
que f, et dx est une longueur. Ainsi, le rapport de ces deux grandeurs est homogéne a :

5.2.3 Différentielle
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7: Propriété

D’apres tout ce qui précede :

fo(xo) = {axdLBx Larc x = xo signifie que I'on calcule la différentielle df
en x = xo. L'utilisation de notations infinitésimales fait de la dérivée un rapport. Ceci permet de manier les éléments
infinitésimaux ou indépendamment les uns des autres et de maniere exacte, comme de simples grandeurs mathématiques.
En physique, de telle grandeurs auront donc une signification physique.

Exemple Soit une fonction fcorrespondant a la taille d’'un enfant. Dans ce cas, la différentielle df calculée en toest la variation
de taille de I'enfant entre to et to + dt. Cette variation est d’autant plus grande que fo(to) est grande.



Exemple Soit I'aire A d’un disque de rayon r, A = @r2. La différentielle de I'aire en ro correspond physiquement a la variation de
I'aire du disque si celui-ci voit son rayon passer de roa ro + dr. Si on calcule cette différentielle, on a : dA = (2@8r)r=rodr =
2@rodr. Ce résultat a une interprétation géométrique simple, dA = 2B rodr est I'aire de la couronne d’épaisseur dr qui entoure
le disque de rayon ro. Pour s’en convaincre, il suffit de dérouler cette couronne : on obtient un rectangle de longueur le
périmetre du disque, i.e. 2@ro, et de largeur dr, donc bien d’aire 2@rodr.

1: Homogénéité

Exemples
— Soit la vitesse verticale d’un point en coordonnées cartésiennes : v = 424 . Elle a bien pour dimension m.s 1. — Soit
_ dv . . . _ vitesse _
I'accélération d’un point en mouvement unidimensionnel : @ = . Elle a bien pour dimension [a] temnps
. .1
m.; = .8 2
5.3 Fonction dérivée

5: Définition

8: Fonctions dérivées classiques

5.4 Dérivation d’une fonction composée a une seule variable
Probleme

— Soit une fonction f{x) ol I'argument de la fonction, x, est lui-méme une fonction d’un autre parameétre, par exemple ¢, tel que
x(t).

— Si f{x) est une fonction continliment dérivable de x et x une fonction continiiment dérivable de t, on peut envisager de dériver
fpar rapport a ¢t, il existe alors un rapport entre les dérivées.

— Si I'on utilise des notations infinitésimale, on peut trés bien multiplier numérateur et dénominateur par dx, faisant ainsi
apparaitre la dérivée de fpar rapport a x, on a donc I'égalité :

9: Dérivée d’une fonction composée
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Exemple Variation de I'énergie cinétique d’'une masse m avec le temps. On a :
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5.5 Dérivée seconde

Probléme

— Il est courant en physique d’avoir besoin de la variation de la variation d’'une fonction — qui correspond par exemple, en
mécanique, a ce que représente l'accélération par rapport au vecteur position. Mathématiquement, cela correspond a
déterminer la dérivée seconde de la fonction considérée.

— Il n'y a pas de subtilité cachée dans sa définition : la fonction dérivée seconde n’est autre que la dérivée de la dérivée.
Toutefois, les notations courantes sont souvent mal comprises, et il est bon de comprendre leurs origines.

10: Dérivée seconde d’une fonction

La dérivée seconde d’une fonction est par définition :

Pour simplifier cette notation, il est d’'usage de mettre en facteur les dx au dénominateur. On obtient donc un (dx)Zle plus
souvent noté dx2. Il faudra prendre garde au fait que le carré ne porte pas sur le x, mais sur tout le dx : dx%n’a ainsi rien a
voir avec d(x)2. De méme, on met en facteur les d au numérateur. On obtient un d?, ce qui donne finalement :

Attention la dérivée seconde en xo n’est pas la dérivée de la valeur de la dérivée en xo, (pas plus que la valeur de la dérivée en
Xo n’est la dérivée de la valeur en xo). En effet, la dérivée d’une valeur est toujours nulle.
2: Homogénéité

(o] = pesition _ , Exemples Soit I'accélération verticale d’un point en mouvement unidimensionnel :* =
a| = —— = 3 = M.S
temps s

Elle a bien pour dimension Notation la dérivée seconde d’une fonction f{t) par rapport au temps est notée :

d’f _ §
o =1

Exemple Laccélération en coordonnées cartésiennes s'écrit ; 1¢ = LUz + Yuy + 2u.

6 Intégration

— Dans de nombreux cas, il peut étre utile d’avoir acces au comportement moyen d’une fonction. Par exemple, la moyenne
temporelle d’un signal variable constitue I'approximation la plus simple dudit signal. D’'un point de vue mathématique,
'opération de moyenne est liée a I'intégration. De méme que la dérivation, l'intégration est tributaire des notations
infinitésimales.

— En théorie d’intégration de Riemann, l'aire située entre les abscisse a et b et sous la courbe f{x) est définie exactement a
I'aide d’une série (méthode des rectangles) que I'on fait tendre vers I'infini. (on découpe I'aire sous la courbe en rectangles
tres petits et on fait tendre le nombre de ces rectangles vers I'infini — et donc leur taille vers 0, de telle sorte que |'erreur
intrinséque pour un nombre fini de rectangles, qui est la différence entre I'aire sous la courbe et I'aire des rectangles, tende
vers 0).
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J(x)
S(xe)

— On admet que la limite de cette série est équivalente a la somme continue suivante :

/ﬁb fla)dz

— Les notations précédentes sont significatives : f{x).dx représente I'aire d’un rectangle infinitésimale compris entre les abscisse
x et x + dx et de hauteur f{x). L'aire sous la courbe est exactement égale a la somme des aires de tels rectangles, car ces

derniers sont infinitésimaux : ils sont suffisamment petits pour que la relation soit exacte.

3: Homogénéité

Exemple Position d’un point en mouvement unidimensionnel : x =" vxdt. Qui a bien la dimension : [x] = >" vxdt= =" [vxdt] : m

=m.S LS.

Le tableau ci-apres résume les primitives les plus courantes en physique :

F est une primitive de f sur l'intervalle I (ou sur tout autre intervalle sur lequel f est continue).

flx) F(x) |
17”71
=% (e € R\{-1}) R’ (ou R sie € N)
a+1 i
1 - .
— In |z| R} ou R™
T
. g | R
eLl..l (Cl t fl‘_' ] _CCKJ. R
Ja
cos(x) sin(x) R
sin(x) —cos(z) R
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Quatrieme partie

Outils d’écriture de grandeurs périodiques et sinusoidales
7  Généralités
7.1 Présentation, généralités

Intérét Les signaux périodiques jouent un réle particulier dans I'étude des signaux, et ce notamment parce que tout signal peut
étre décomposé en une somme de signaux périodiques (plus précisément, en une somme de signaux sinusoidaux). Ce signal
est en réalité non-périodique au sens mathématique du terme. Cela dit, peu de signaux physiques peuvent se vanter d’étre
suffisamment « propres » pour pouvoir étre considérés comme périodiques au sens mathématique du terme. Bien souvent
par exemple, ils contiennent une petite composante de bruit qui brise la périodicité, comme on le voit sur la courbe suivante

z(t)

03 T

i i e . A " " L A J

60 620 640 G650 660 700 T 740 760 750 g0

7.2 Caractéristiques

D’une maniére générale, un signal périodique peut étre caractérisé (repérer les différentes grandeurs sur le graphe précédent )

6: Définitions

7.3 Décomposition d’un signal

Idée On peut penser tout signal comme la superposition d’une composante continue et d’'une composante alternative.

% Décomposition primaire d'un signal : u,(t)
< > AL =
u(t) A “” #:{ <u =0
tims) t{ms)

u (t) = <u> + udt) avec ux(t) la composante alternative de u(t).

Utilité Chacune de ces grandeurs qui caractérisent un signal périodique peut contenir une partie ou toute I'information désirée.
Par exemple, la fréquence contient la hauteur d’un signal musical, sa valeur moyenne contient son niveau sonore moyen,...

8 Un signal périodique important : le signal sinusoidal

Parmi tous les signaux périodiques, le signal sinusoidal joue un réle tres particulier, puisque que tout signal peut étre vu comme
une somme de signaux sinusoidaux : ce sont donc les “briques élémentaires” permettant de construire tous les signaux imaginables.
En plus de cette importance qu’on pourrait qualifier de mathématique, le signal sinusoidal intervient dans un systéme physique qui
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a une importance cruciale dés lors qu’on s’intéresse a un systeme dans une situation stable : l'oscillateur harmonique, dont le
représentant le plus célebre est le systeme masse-ressort.

8.1 Définitions

7: Définitions

- D’une maniére générale, un signal sinusoidal peut s’écrire sous la forme suivante : s(t) = socos(/t + )

- Dans cette expression, so est appelée amplitude du signal et représente la différence entre la valeur la plus élevée du
signal et sa valeur moyenne, ici nulle. Renotons que I’'homogénéité de s(t) est celle de so.

- ! est appelée la pulsation du signal et elle est reliée a sa période T et sa fréquence fpar :/ . La pulsation s’exprime
enradst.

- It + "est appelée la phase du signal. Cette grandeur est adimensionnée (comme argument d’une fonction
transcendante). 'est appelée la phase a l'origine : elle positionne horizontalement la courbe par rapport a I'origine des temps.

8.2 Analyse

Un signal sinusoidal est un signal en forme de sinus. Formellement, il s'agit d’un signal pouvant s’écrire sous la forme suivante :
s(t) = Socos(2@ft + 7). Son allure est la suivante :
s(t)

Signal sinusoidal d'amplitude 1, de fréquence 2 Hz et de phase 2 l'origine 7r /4 rad.

Amplitude Pour comprendre visuellement a quoi correspond I'amplitude, étudions les trois signaux sinusoidaux de la figure

ci-dessous :
sp(t)
s{1)

A

N
v
-

Signaux sinusoidaux de différentes amplitudes.

Ces signaux ont la méme fréquence et la méme phase a I'origine, mais different par leurs amplitudes. Il y a un signal bleu, s»(t),
qui oscille le plus fort, un signal jaune, s;(t), qui oscille moins fort, un signal vert, sy(t), qui oscille encore moins fort. Les amplitudes
sont telles que le signal bleu a la plus forte amplitude, suivi par le signal jaune et enfin le signal vert. On observe ainsi que plus
I'amplitude est grande, plus l'oscillation est haute. Autrement dit, 'amplitude regle la hauteur des pics et la profondeur des creux.
Ce comportement se justifie mathématiquement en utilisant I'expression d’un signal sinusoidal. Le maximum d’un signal sinusoidal,
obtenu quand le cosinus est maximal et donc égal a 1, est en effet égal a I'amplitude : maxs(t) = Somax(cos(2Bft+ )) =So—> 1=
So

Fréquence Pour comprendre visuellement a quoi correspond la fréquence, étudions les trois signaux sinusoidaux cidessous.
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— su(t)

A st

A s(1)

Comparaison de signaux sinusoidaux de différentes fréquences.

Ces signaux ne different que par leur fréquence et sont observés sur la méme durée. On a un signal bleu, ss(t), qui oscille le
moins vite, un signal jaune, sj(t), qui oscille plus vite, un signal vert, sy(t), qui oscille encore plus vite.

Pulsation La pulsation est liée a la fréquence par la définition suivante : / = 2B@f. Pour déterminer la pulsation d’un signal

_2m .
sinusoidal, on mesure la période T du signal, et on calcule : / — 7. La pulsation est en rad.s !

I ~ 2% ~ ], 26rad.s !

— fix)

Phase a l'origine Pour comprendre visuellement a quoi correspond la phase a l'origine, étudions cette fois les trois signaux suivants,
qui s’écrivent s(t) = Socos(/t + ) :

st s{1)
spt)

. (e~
-

Comparaison de signaux sinusoidaux de différentes phases a l'origine.

Les phases a l'origine de ces signaux sont telles que le signal bleu a une phase a l'origine nulle, le signal jaune a une phase a
I'origine de I'ordre de /4, |e signal vert a une phase a l'origine de @/2. On voit que plus la phase a l'origine est grande plus le signal
se déplace vers la gauche sur la figure. En terme de temps, cela revient a dire que plus la phase a I'origine est grande, plus le signal
est en avance temporelle.

Phase Pour un signal sinusoidal, la phase désigne la quantité a I'intérieur du cosinus, c’est-a-dire 2Bft + ". Le terme origine quant
a lui désigne 'origine des temps, autrement dit t = 0. Si on calcule la phase pour t = 0, on obtient ’, la phase a I'origine. La phase a
I'origine est sans dimension.

Ecriture Ainsi, les signaux sinusoidaux sont le plus souvent écrits avec la pulsation au lieu de la fréquence:
s(t) = Socos(/t + ") Signe de la phase a l'origine Considérons un signal qui s’écrit sous la forme : s(t) = So.sin(/t + ).

— Si "= 0, le signal est un sin classique qui s'annule en to= 0. (en rouge)
. . = i . . . . .

— Si "> 0, le signal s'annule en totel que /to+'= 0, doncl w < 0. Ainsi, un tel signal est en avance sur un sinus classique.
(en vert)
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s - , ' . ) I . . .
— Si "< 0, le signal s'annule en totel que /to+ '= 0, donclo > >0 Ainsi, un tel signal est en retard sur un sinus classique.
(en bleu)

8.3 Méthodes de mesure de '

Soit la courbe s(t) = So.cos(!t + ). On cherche a déterminer ":

Méthode 1 : en mesurant le max et la valeur initiale : On mesure le maximum, ce qui donne la valeur de

smax = So0. Ici : So = 2usi
On mesure la valeur initiale, ce qui donne s(t = 0) = Socos’. Ici : Socos" 1, 1usi

1,1 C1/L1y
Donc :COS¢ ™ 55 poncy = cos () =~ 0,98

0 2 4 6 ] 10

Méthode 2 : En mesurant I'instant d’annulation :

_ 2m __ 27w ., . |
On mesure d’abord la période pour avoir accés 2 la pulsation /= 7 = 5 = 1,26rad.s

En mesurant I'instant toou I'annulation est atteinte : s(to) = 0 = So.cos(/to+ ')
Ici:to' 0,4s

Cet instant correspond a I'annulation de la fonction en cos donc a une situation ol son argument vaut /2, donc
lto+'=0/2
Donc '=R/2 Ito=0/2 1,26 > 0,4 "' 1,1rad

On retrouve pratiquement la méme valeur que précédemment, la différence étant uniquement liée aux erreurs de lecture.
Méthode 3 : En mesurant I'instant correspondant au maximum : En mesurant I'instant tm oU le maximum est atteint : s(tm) = So
2 2

. . o . — = £T ~ i g 1
= So.cos(!tm+ ") On mesure d’abord la période pour avoir acces a la pulsation /— T 5 = 1,26rad.s

En mesurant I'instant tmou le maximum est atteint : s(tm) = So= So.cos(/tm+ )
Ici : tm' 4,25

Cet instant correspond au maximum de la fonction en cos donc a une situation ol son argument vaut 0[2[2], donc

Itm+ "= 0[20]
Ici, on a "> 0 car la fonction est en avance sur une fonction cos classique, donc on va prendre : /tm+ '= 20 Donc : "= 28 /tn'
0,99rad, qui est, la encore, assez proche de la premiére valeur trouvée.

Exemple 1 : Reprendre les trois méthodes précédentes et déterminer So, / et ' pour le signal suivant, écrit sous la forme : f{t) =
Sosin(lt+ ") :
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— fix)

0
. /
; \/ \/
|
0 2 4 6 8 10

Correction : So=3us;, T=5s,!=1,26rad.s?, '= 0,5
Exemple 2 : Reprendre les trois méthodes précédentes et déterminer So, S1, ! et "pour le signal suivant, écrit sous la forme : f{¢t)

=So+ Sisin(lt+ ) :

Jewm M V]V
0 2 H 6 8

IS

w

~

-

o

10

Correction : So= 2usi, S1=3us;, T=3s, '= 0,3rad

8.4 Forme alternative avec un sinus
Il existe une définition alternative pour les signaux sinusoidaux qui utilise la fonction sinus : s(t) = Sosin(/t
+0)
Il est possible de démontrer ce changement de variable grace a quelques calculs trigonométriques :
8x,cos(x) = sin(x + &/2)
En transformant la définition, on obtient une forme avec un sinus:
s(t) = Sosin(/t+ "+ @/2)
En posant ‘o= "+ /2, on obtient finalement :
s(t) = Sosin(/t + 0)

8.5 Déphasage entre deux signaux de méme fréquence

8.5.1  Généralités Le déphasage entre deux signaux est une mesure du décalage entre deux signaux sinusoidaux de méme
fréquence. Si on considéere de deux signaux sinusoidaux s1 et sz de méme pulsation s1(t) = S1cos(/t + 1) et s2(t) = Sz cos(/t + 2)
alors le déphasage de sz par rapport a s1est la quantité: '= 2"

Vocabulaire
— Si "> 0 est positif, le signal 2 est en avance de phase par rapport au signal 1.
— Si "< 0 est négatif, le signal 2 est en retard de phase par rapport au signal 1.

Cas particuliers de déphasage Quelques valeurs de déphasage remarquables ont un nom particulier qu’il est utile de connaitre.
— Quand le déphasage est nul, on dit que les sighaux sont en phase. Dans cette configuration, leurs maximums et minimums
coincident ; les signaux oscillent conjointement. Mathématiquement, cela signifie que les deux signaux sont proportionnels.

C’est par exemple le cas pour la tension électrique aux bornes d’une résistance et le courant électrique qui la traverse.
sp(t), si(t)

Les signaux Sy, (en bleu) et 8; (en jaune) sont en phase.
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— Signaux en opposition de phase : Quand le déphasage est égal a [, on dit que les signaux sont en opposition de phase.
Dans cette configuration, les maximums d’un signal coincident avec les minimums de l'autre signal; les signaux oscillent a
I'opposé I'un de 'autre.

— Signaux en quadrature de phase Quand le déphasage est égal a @/2, on dit que les signaux sont en quadrature de phase.
Dans cette configuration, les maximums d’un signal coincident avec les passages par zéros en décroissant de I'autre signal.

Par exemple, un signal sinusoidal et sa dérivée sont en quadrature de phase.
sp(t), si(t)

v
-

Les signaux Sy, (en bleu) et 8; (en jaune) sont en quadrature de phase.

8.5.2 Retard temporel et déphasage

Retard temporel Dans la premiére partie, nous avons évoqué le lien entre phase et avance (ou retard) temporel et ce lien se
retrouve évidemment sur le déphasage. Il est ainsi possible de relier le déphasage de deux signaux de méme fréquence et le retard
temporel de I'un par rapport a I'autre, mais avant de faire cela, il convient de préciser un peu la notion de retard temporel. Soient
les signaux : s1(t) = S1cos(28ft + ) et s2(t) = S2 cos(2B8f¢t + t) + 7). On dira alors que sz est en avance (temporelle) sur s1de ¢, ou,
de maniere équivalente que s1 est en retard de t sur s2. Il faut voir t comme la durée a ajouter a la variable temporelle t dans
I'expression de sz pour qu’il oscille en phase avec s1. De maniére intuitive, cela signifie que si on a un maximum pour s2a un instant
t, alors on aura un maximum pour s1 dans le futur, a la date t + t.

Relation entre déphasage et retard temporel Maintenant qu’on dispose de la notion de retard temporel, voyons comment le
déphasage et le retard temporel sont liés.

Soit deux signaux s1 et s2de méme pulsation ! tels que sz soit déphasé de 'par rapport a s1. On peut écrire les écrire ainsi : s1(t)
=S1cos(/t+ et s2(t) = S2 ccAs(lt + '+ ). En factorisant partiellement par ! dans le cosinus, on peut transformer I'expression de

so(t) = Sy cos (27-'f (f + ﬁj) + ‘\,9)

s2(t)en:a . On peut réécrire cela sous la forme :
— Q¢
s2(t) = Szcos(2Bf (t + t) + ) avec: At = o f

Nous venons d’obtenir une formule qui permet de passer d’un retard temporel a un déphasage et réciproquement.
Elle a une grande utilité pratique, notamment car de nombreux instruments permettent la mesure du temps, mais pas
directement de la phase. C’est le cas notamment des oscilloscopes, tres utilisés en électronique.

Considérations pratiques Dans la pratique, 'origine des temps est une référence arbitraire (par exemple, sur un oscilloscope, le
temps zéro est lié a la configuration du déclenchement). On s’intéresse en conséquence assez peu aux valeurs des phases a l'origine,
et la définition du déphasage comme différence entre les phases a 'origine n’a pas d’utilité pratique. A la place, on mesure le retard
pour en déduire le déphasage avec la formule vue ci-avant. La mesure de déphasage d’un signal 2 par rapport a un signal 1 s’effectue
ainsi :

— On prend un instant de référence t1sur le signal 1 (parce qu’on s’intéresse au déphasage du signal 2 par rapport au signal 1).

Il peut s’agir par exemple d’un instant ou le signal est maximum ou minimum.

— On cherche un instant analogue tz sur le signal 2. Par exemple, si on a choisi un maximum comme point de référence, il faut
un maximum. Attention, il ne faut pas choisir n‘importe quel instant analogue, mais celui le plus prés de l'instant de
référence. Il s’agit d’'une convention qui revient a considérer le déphasage comme compris entre

et . On mesure le retard t2/1du signal 2 par rapport au signal 1, défini par 1=t t1
— On en déduit le déphasage grace a la formule 2/1=!t21
— Cette méthode donne directement le déphasage entre les deux signaux, sans passer par les phases a l'origine.

Exemple 1: Déterminer le déphasage du signal orange par rapport au signal bleu.
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LV B VARV

0.00 001 002 003 004 005 006
Temps (s)

Signal

La premiere étape est de considérer si le signal orange est en avance ou en retard temporel sur le signal bleu. Comme il est a sa
droite, on peut conclure que le signal orange est en retard sur le signal bleu. Son déphasage sera donc négatif.

La deuxieme étape consiste a mesurer I'écart temporel. Le passage par zéro est I'endroit ou le retard est le plus facile a mesurer.
C’est assez peu évident a mesurer sur une petite figure, mais I'écart entre les deux signaux vaut 1/4 de graduation, soit 2,5ms. Le
signe est négatif, car le signal orange est en retard.

torange/bleu = 2,5ms
Il est assez facile de voir qu’une période dure deux graduations, soit T = 20ms.
On peut en déduire la fréquence : f = r-= 50 Hz Donc :
Ap =21 fAtprange/blew = 7§

Exemple 2 : Ecrire les deux signaux suivants : déterminer leurs amplitudes, pulsations, phases a 'origine. Déterminer leur
différence de phase et commenter la cohérence du signe et de la valeur numérique.

1 msfdiv

1:2 Vidi 2:2 Vidv

/

C /

\

\ VA4 \
/ At

8.6 Ecritures alternatives du signal
— L'écriture utilisé s(t) = socos(/t + ) n’est pas la seule envisageable. Le méme signal peut en effet s’écrire sous la forme : s(t) =
sosin(!t + ) = acos(!t) + bsin(/t)
— Autrement dit, toute combinaison linéaire de sinus et de cosinus synchrones (i.e. de méme fréquence) peut s’écrire sous la
forme d’un sinus, ou d’un cosinus, en choisissant des phases a l'origine adaptées.
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Cinquieéme partie

Développements limités

But Pour confirmer ou infirmer une loi, pour résoudre une équation algébrique, il est souvent nécessaire de simplifier une
expression, moyennant certaines hypotheses. On traite ici de la simplification la plus courante : 'approximation linéaire, ou
développement limité a I'ordre 1.

9 Généralités et exemples

Ce type de modélisation est de loin le plus fréquent, la linéarisation fonde une partie de la physique. On parlera indifféremment
d’approximation linéaire, affine, de linéarisation ou de développement limité a I'ordre 1. Une telle approximation linéaire a déja été
vue précédemment en s’appuyant sur la représentation graphique de la fonction; on cherche ici a faire de méme a partir de
I'expression de la fonction étudiée.

11: Principe

On modélise la courbe f{x), au voisinage d’un point d’abscisse Xo par sa tangente locale d’équation :

JIx) " t(x) = flxo) + f(x0) (x Xo)

La méthode générale pour établir le développement limité consiste simplement a faire les calculs de f{xo) et fo(xo) et de
réinjecter les valeurs dans I'expression de t(x).

Exemple Développement limité de eXau voisinage de x =

0 Exp(x) et son développement limité au voisinage de 0
— On calcule la valeur de la fonction en x = 0, ce qui — exp(x)
——= 14x
donne :exp(0) =1 64
— On calcule la valeur de la pente de la fonction a
approximer en x = 0, ce qui donne : exp(0) = 1
— Lexpression générale donne : 4 -
exp(x) «- 1 + x Interprétation Si l'on
2 o

trace sur le méme graphe exp(x) et 1+x, on visualise
simplement la signification de la linéarisation : au

voisinage immédiat de x = 0, la fonction exp(x) peut étre 04

approchée par 1 + x. Remarque signalons dés a présent

que le développement limité est une approximation qui a —20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20

un domaine de validité. On voit bien sur le graphe précédent que pour x = 1, 'approximation de exp(x) par 1+x est vraiment
mauvaise. On précise donc toujours, lorsque l'on fait un développement limité, au voisinage de quelle valeur d’abscisse on
I'effectue.

Exemple Montrer que : (1 + x)% «- 1 + Blx pour x petit devant 1

1

Application Linéariser la fonction (1+x)® au voisinage de x = 0 et faire la construction graphique correspondante.

12: Développements limités utiles en physique
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Exemples le développement (1 + x)¥«- 1 + [x se rencontre trés souvent en physique. Voici quelques exemples :

— (1+Xx)3«-1+3x

1 z
— ]+:rN1 2

3z
2
_(at+a)P=a’(1+ £)% ~a®(1 4 3%) = a® + 3za®

1
e~ Lt

On remarque notamment sur ce dernier exemple que le développement limité ne change pas ’lhomogénéité de la formule.

f et son développement limité au voisinage de 0

2.00 —
-=—= développement de fen 0

1.751
1
Application Linéariser la fonction (1+x)* au voisinage de x = 0 et faire

la construction graphique correspondante.

1
Solution (1+z)? 1 2z

1.50 4
1.25 4
1.00 1

dont les tracés ont pour allures : o5

0.50 4

10 Méthodes

Dans la plupart des cas, 'utilisation de la formule générale t(x) = f{xo) + fo(x0) (x X0), n’est pas nécessaire, et I'on peut se ramener
aux formules précédentes si I'on parvient a créer une grandeur petite devant 1.
13: Méthode

On remarque que : X = Xo + X Xoavecx  Xxo X xo.

Par construction, la grandeur petite devant 1 est (x x0)/xo. On peut mettre I'ensemble sous la forme : x = xo(1+(x x0)/x0).
On peut alors réinjecter cette derniére expression dans les formules de développements limités usuels, au voisinage de 0.

Exemple Linéariser 1/73 au voisinage de z = d Solution
1 1 _ 1 _ 1 NL(]_ f;z r.’}_i 32 d
2 7 (dz 4 T d(+5)R T ) A4 vTa ST T

Remarque le développement limité ne change pas ’homogénéité d’une fonction.

Il arrive souvent que l'on cherche a quantifier la variation d’une fonction en fonction de I'écart relatif par rapport a une position
particuliere (position d’équilibre en mécanique, point de fonctionnement en électrocinétique,...)

14: Méthode

Pour une fonction f{x) analysée au voisinage d’un point xo, on pose ainsi : x = xo(1 + ") avec "X 1

On peut alors réinjecter cette derniére expression dans les formules de développements limités usuels, au voisinage de 0.

Exemple Linéariser exp(x) au voisinage de xo; donner le résultat en fonction de " puis de x.
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Solution €2P(@) = exp(xo(l + €)) = e™0e”™® ~ e™ (1 + zpe) = €™ (1 + o™ 2) = e™(1+a o)

15: Méthode

Si 'on envisage une variation infinitésimale dx de I'argument d’une fonction f{x) au voisinage d’un point xo, faire le

développement limité en dxo est un calcul proche de celui de |a différentielle de fen xo. La encore, les formules classiques
permettent souvent de s’affranchir du calcul direct. La grandeur petite devant 1 est ici dx/xo.

Exemple Exprimer l'aire d’un disque de rayon r + dr et en déduire l'aire de la couronne circulaire comprise entre r et r + dr
Solution A(r +dr) = m(r + dr)? = wr?(1+ )2 ~ w14 24) = 772 + 27rdr

L'aire de la couronne comprise entre r et r+dr est donc : A(r+dr) Br?= 2B8rdr, ce qui a une interprétation géométrique simple.

Enfin, la fonction f n’est pas une fonction simple de x, elle peut étre un quotient, un produit, une fonction composée de fonctions
de x.

16: Méthode

Le développement limité a I'ordre 1 d’une fonction composée est la composée des développements limités : on développe la
premiére fonction, puis on redéveloppe pour la deuxiéme,...

Exemple Linéariser exp(x?) au voisinage de 1

17: Méthode

Dans le cas ou f{x) « contient » plusieurs fonctions de x, on développe chacune d’entre elles a I'ordre 1 et on ne garde que les|
termes d’ordre apres développement des produits, quotients, sommes...

Exemple Linéariser exp(x)/(1 + x)?au voisinage de 0

Application Déterminer une solution approchée au voisinage de 0 de I'équation In(1 + x) = 1/(1 + x)2. Figurer les deux courbes
exactes et les courbes linéarisées sur le méme graphe et vérifier la cohérence de la démarche.
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Equations différentielles du premier ordre

7 .

Premiére partie Presentation

1  Définitions

Intérét des équations différentielles en physique En physique, la résolution d’'un probleme donné se raméne bien souvent a la
détermination des dépendances d’une grandeur physique, qui prend la forme mathématique d’une fonction d’une ou plusieurs
variables. Par exemple, on peut souhaiter déterminer I'évolution de l'altitude d’'un mobile en chute libre en fonction du temps : la
résolution de ce probléme a alors pour but la détermination de I'expression de la fonction z(t). Suite au choix d’'un modele (cadre
pertinent pour I'étude : on peut par exemple choisir de ne pas négliger les frottements de I'air, mais laisser de cOté la rotation propre
du mobile au cours de la chute etc.) et grace a une paramétrisation (choix du systéme d’axes de coordonnées, de I'origine du temps)
adaptés, I'application d’un principe physique décrivant le comportement générique du type de systeme étudié (par exemple, la
seconde loi de Newton pour un systeme mécanique) permet d’aboutir a un relation entre la grandeur recherchée et une ou des

dérivées temporelles de cette grandeur : on parle d’équation différentielle régissant la grandeur recherchée. Pour une chute libre

d?z dz
d’un point dans le champ de pesanteur, l'alitude z(t) vérifie par exemple I'équation différentielle : a2 = 9 %,

1: Définition

Soit une fonction f de la seule variable x. Une équation différentielle (E.D.) sur la fonction est une égalité, valable sur un
certain intervalle, entre les valeurs prises par f et ses dérivées successives. L'inconnue d’une telle équation différentielle
n’est autre que la fonction vérifiant cette égalité.

L'ordre d’'une équation différentielle portant sur la fonction fest I'ordre le plus élevé apparaissant dans les dérivées successives
de cette fonction au sein de cette équation.

Exemples
— La fonction exponentielle est une solution de I'équation différentielle : fo = f(notation abrégée signifiant que pour tout réel

PO Y T . . . . .
Ty A = f("“)). Cette équation différentielle est du premier ordre.

— L'équation différentielle foo + 4fo + f = 0 est dite du second ordre parce que I'ordre maximal des dérivées de fapparaissant
dans cette équation est l'ordre 2.

2: Définition

Une équation différentielle est dite homogéne lorsqu’elle ne posséde que des termes fonction de fet/ou d’une dérivée de f.
On parlera de I'équation différentielle homogene associée a une équation différentielle donnée : c’est cette méme équation
différentielle privée des termes ne faisant intervenir ni f ni ses dérivées.

Une équation différentielle est dite linéaire a coefficients constants (souvent simplement appelée linéaire) si I'équation
différentielle homogéne associée a cette équation différentielle peut é&tre mise sous la forme : “anf™(x) = 0 ou les
coefficients sont constants.

Exemples

— foo+ 4fo + f= 0 est une équation différentielle homogene.
— foo+ 4fo+ f=5 est une équation différentielle non homogene a second membre constant
— foo+ 4fo + f = cos(ax) est une équation différentielle non homogene a second membre non constant

2 Etapes de résolution d’une équation différentielle

1: Méthode



T
Soit une fonction fde la variable x. Pour résoudre une équation différentielle sur la fonction f; il y a deux étapes : - Intégrer
cette équation, cest-a-dire trouver une expression de f{x) qui vérifie cette équation différentielle. Une équation
différentielle ne possédant pas qu’une unique solution, on exhibe en fait un ensemble de solutions : la solution générale
fait ainsi apparaitre une ou des constantes d’intégration, que l'on ne peut pas connaitre a priori. f{x) n’est donc pas
entierement déterminée a cette étape.

- Déterminer la ou les constantes d’intégration en utilisant les conditions initiales (ou les conditions aux limites) sur la
fonction f{x) qui sont fournies par le probléme que I'on étudie. Les conditions précises dans lesquelles se produit le
phénomeéne étudié permettent en effet de connaitre une ou des valeurs particulieres de la fonction et/ou de ses dérivées.
Ces valeurs particulieres permettent ainsi de sélectionner parmi la famille des solutions de I'équation différentielle la
fonction solution qui est la solution du probleme que l'on étudie : cela revient a déterminer la valeur des constantes
d’intégration.

Méme si elles ne sont pas nécessaires en mathématiques pour définir I'espace des solutions, les constantes d’intégration
jouent un réle fondamental en physique au-dela de la prise en compte des conditions initiales : pour donner une dimension
a la solution.

Exemple L'équation différentielle iT? = wiz a pour solution générale x(t) = Acos!t + Bsin!t, A et B étant les constantes
d’intégration a déterminer. Si I’'on sait par ailleurs que x(t = 0) = xoet x'(t = 0) = 0, on a nécessairement A =xoet B=0 d’ou
I'unique solution vérifiant ces conditions : x(t) = xocos!t

1: Propriété

Le nombre de constantes d’intégration a déterminer lors de la résolution d’une équation différentielle est égal a I'ordre de

cette équation différentielle. On peut vérifier cette propriété sur 'exemple précédent : c’est la constante d’intégration A qui
donne son homogénéité a x(t). Il faut donc penser a vérifier a posteriori que I'on a bien utiliser un nombre suffisant de
conditions initiales.

Vérification Vérifier qu’une fonction est bien solution d’une équation différentielle correspond a :

— réinjecter cette fonction dans I'équation différentielle, et a s’assurer que I'équation est bien valable pour toutes les valeurs
du domaine de résolution de la fonction
— s’assurer que la fonction vérifie la ou les condition(s) initiale(s)

df Lo
Exemple soit 'équation différentielle 4t +kf=0 avec f{t = 0) = fo.
On peut vérifier que la fonction f{t) = foe K est bien solution de cette équation. En effet, avec cette solution : 44 = kfoe k= kf donc
dfye+ kf = kf + kf = 0 qui est vérifiée pour tout t. De plus, f{t = 0) = foe k0 = fy ce qui correspond bien a la condition initiale.
Contre-exemple On peut vérifier que la fonction f{t) = focos(kt) n’est pas solution de I'équation précédente. En effet, avec cette
solution : 4 = kfosin(kt) donc 4a + kf = kfosin(kt) + kfocos(kt). Il existe certes un instant to pour lequel

kfosin(kto)+kfocos(kto) = 0 mais il s’agit d’une annulation fortuite. L'équation doit étre vérifiée pour tout t, ce qui n’est pas
le cas ici, on peut donc dire que f{t) = focos(kt) n’est pas solution de ¥+ kf = 0.

Deuxiéme partie

Résolution des équations différentielles linéaires du premier
ordre

3 Résolution des équations différentielles linéaires homogenes

On rappelle qu’il y a deux étapes de résolution (intégration, détermination de la constante d’intégration). Dans la plupart des
cas (sauf si I'on fait du raccordement de solutions), les conditions initiales sont données a t = 0. Dans ce cas, I'équation a résoudre
est:



3: Propriété

Démonstration
— On réinjecte une telle solution dans I'équation différentielle, on obtient :
— rert + kert: 0

—soitr+k=0etdoncr= k
— et donc une solution du type f{t) = e ¥ — Il ne reste qu’a déterminer la constante d’intégration f{t=0) = e0= =

fo

— ce qui donne finalement : f{t) = foe kt

Vérification il faut prendre I’habitude, une fois le résultat établi, de vérifier que la solution proposée vérifie bien
I’équation et les conditions initiales. Ici :

— f(t = to) = foe k(toto) = foeo = fo
d

/N k(t to) — 1.
—Et:ar = kfoe (0= kf ce qui est bien I'équation différentielle.
df o
G kf=0
Jt=0)=fo

Allure dans le cas ou to= 0 et fo= 2.

f(t)
2.00 A —

1.751
1501
1.251
1.00
0.75 4
0.50 4
0.25 4

0.00 4

o4
=
~N
w
TS
w4

4: Propriété

Démonstration



— On réinjecte une telle solution dans I'équation différentielle, on obtient :
— ret+ kert= 0
—soitr+k=0etdoncr= k
— et donc une solution du type f{t) = ekt
— Il ne reste qu’a déterminer la constante d’intégration f{t = to) = ekto= fo — ce qui donne
finalement : f(¢t) = foe k(tt)

Vérification une fois le résultat établi, on vérifie que la solution proposée vérifie bien 'équation et les conditions initiales. Ici :
— f(t = to) = foe k(toto) = foeo = fo

— Et:da= kfoe k(tto) = kf ce qui est bien I'équation différentielle.

Le fait que la solution d’une équation différentielle ait une solution de la forme f= e kest logique car I'équation différentielle

correspond a une phrase du type : "quand je dérive f; je retrouve fmultipliée par k", ce qui correspond aux propriétés de la
fonction exponentielle.

Démonstration On peut montrer que la solution est bien une exponentielle.

Ldf >
— Pour cela, il faut séparer les fonctions de fet du tempsl T k'“’.

— Ensuite, on peut identifier les termes en tant que différentielles de fonctions connues (si les différentielles sont égales, les
fonctions les ont aussi, a une constante du temps pres) : Inf = kt + cste

—soitf= ek
4 Equations différentielles linéaires non-homogenes a second membre constant
Considérons I’équation différentielle linéaire du premier ordre non-homogéne sous sa forme générale :
daf f
o tkf=c
f0)=fo

5: Propriétés

La solution de toute équation différentielle linéaire est la somme :
- d’une solution particuliére fp(t) a déterminer. Celle-ci ne dépend pas des conditions initiales et peut étre entierement
déterminée sans conditions initiales. On peut montrer qu’elle est de la méme forme que le second membre : si le second

membre est une constante, une solution particuliere de type constante convient.

- etdelasolution fu(t) de I'’équation homogene associée.

Méthode
- C . , . . .

— Déterminer la solution particuliére .fP = 7 convient. Pour la déterminer, puisque le second membre est ici une constante,
une solution particuliére de type constante convient. On cache le terme dérivé (puisqu’on cherche une constante, sa dérivée
est nulle) et on identifie directement.

— Déterminer la solution fy de I'équation homogéne associée : comme précédemment : fy=e k — Ecrire la

¢ e kt
solution générale J=fptfu=75+de
— Déterminer la constante d’intégration est comme précédemment fournie par la condition initiale : f{to) = fo=

E_;+ e kto
. . . — 3 c ktq
— ce qui donne in fine : - U“ A:)e
Et on a ainsi :



f(t)

200 — ¢
1.75 1
1.50
1.25
1.00 -
0.75
0.50 -

0.25 A

0.00 A

Vérification La solution proposée vérifie bien I'équation et les conditions initiales. En effet :

,;(tzo)zﬁ(fo el =5+(fo 7=

— . : kt _ . f v
—kt: @ = Ko Fle ¥ = kftc qui est bien I’équation différentielle.

Analyse Cette forme de solution peut-étre reconstruite qualittivement :
— la fonction doit tendre vers sa solution particuliére c/k
— la fonction doit valoir foen t = 0, donc on s’arrange avec la constante d’intégration devant I'exponentielle pour que ce soit le cas.
Remarque on peut retrouver cette forme de solution.
. . A — df
— Il faut commencer par séparer les variables ¢ kf ’

1 "y
— Identifier les termes en tant que différentielles de fonctions connues : Tln(c kf)=t+D
—soit: ¢ kf=exp( k(t+ D))

— .kt
— que l'on réécrit sous la forme J=F 4 Ae

7: Propriété

La solution particuliére et donc le régime établi ne dépendent pas des conditions initiales. On voit que la solution tend vers

c/k, c’est-a-dire vers la solution particuliére quand le temps tend vers I'infini. La solution particuliére est associée au régime
établi du systeme.

5 Equations différentielles linéaires du premier ordre a second membre quelconque

On considére une équation de la forme : g+ kf = u(t) avec f{to) = fo

8: Propriétés



De méme que précédemment, la solution est la somme :

- d’une solution particuliere fp(t) a déterminer. Celle-ci ne dépend pas des conditions initiales et peut étre entierement
déterminée sans conditions initiales. On peut montrer qu’elle est de la méme forme que le second membre : si le second
membre est une fonction sinusoidale, une solution particuliére de type sinusidale déphasée convient. Pour déterminer la
solution particuliere, on suppose qu’elle est de la méme forme que le second membre, en gardant le plus de généralité
possible. On réinjecte alors cette forme générale dans I'équation différentielle étudiée pour déterminer d’éventuels
parametres indéterminés.

- et la solution .e ktde I’équation homogeéne associée.

Exemples

— Pour un second membre du type Be ko, on cherchera une solution particuliére de la forme Boe kot, B’ étant déterminée au cours
de la réinjection.

— Pour un second membre du type Bsin!/t on cherche une solution particuliéere de la forme : Bosin(/t + "Jou, Ccos!t + Dsin!t plus
simple a manipuler. On réinjecte l'une de ces formes dans I'équation et on obtient un systéme de deux équations a deux
inconnues en identifiant les termes en facteur de sin/t et cos!t, ce qui permet de déterminer les deux constantes
d’intégration Cet D.

6 Equations du premier ordre non-linéaires
9: Méthode

bu?

dv __
Exemple intégrer 'équation :di — avec v(t = 0) = vo. Tracer

v(t
I'allure de v(t). i
do 2.00 —
Solution on sépare les variables, ce quidonne : 2 ~hdt
1.754
. dv — g (l e s .
Or, on sait que : v? = “\u, doncl'intégration donne : i 55
1 g g ers . o pees
;= bt + (—"“!'e(on peut vérifier, en différentiant cette égalité -
que I'on retombe bien sur I'équation différentielle)
Pour déterminer la constante d’intégration, on utilise la condition 2?7
initiale : v(t = 0) = vo, on évalue donc I'égalité 0.75
L— bt festeent =0
v 1 1 ] 0 ¢ 0.50 A
este = o= ,ce quidonne: o — U T EStegone -
Yo o 1 2 3 4 5
Donc:v — “* ™ % ce qui donne finalement :
= ] ! . P , el x
1-+btvg dont on peut simplement vérifier ’homogénéité.



Equations différentielles du deuxieme ordre

1 Equations sans terme de frottement

1.1 Equation du type® = wh

Analyse si x(t) est positif, X" est positif et donc au bout d’'un moment, x* devient positif, ce qui fait augmenter x(t) : on a une
divergence de x(t) vers I'infini. Les choses sont inversées si x(t) est négatif, mais toujours avec une divergence. On peut

1: Propriété

Démonstration

prévoir une divergence de x(t) quelles que soient les conditions initiales.

— Pour déterminer cette forme de solution, on postule une solution de la forme e et on résout I'équation caractéristique

vérifiée par r, qui est :

rz = loz —

Dont les solutions sont r=!petr=1/

— Ce qui implique que la forme générale de la solution est une combinaison linéaire des deux e possibles, a savoir de la forme

1 X =Ae't+ Belot,

Exemple résoudre X" =9xavecx(t=0)=0etx’(t=0)=1.

Solution la solution est, d’aprés ce qui précéde : x = Ae3t+ Be
3t, La premiére condition initiale impose : x(t=0) =0 =
A+B, donc B =4, donc une solution de la forme : x = A(e3t
e3t). On sait que : x'(t) = A(3e3t+ 3e 3t) donc la deuxiéme

_ 1
condition impose : x'(t=0) =1 =A4(3+3) doncd = 5. 0n

. . . o — L(p3t 3t
a finalement une solution qui est :¥ = & (e e )

1.2 Equation du type® = wix

x(t)
1400
— X

1200 +
1000 -
800
600
400 1
200 1
0 -4

0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0

Analyse si x(t) est positif, x” est négatif et donc au bout d’'un moment, x" devient négatif, ce qui fait diminuer x(t) : on a un rappel
de x(t) vers 0 qui est la seule valeur d’équilibre de I'’équation. Les choses sont inversées si x(t) est négatif, mais toujours avec
un rappel vers 0. On peut prévoir des oscillations de x(t) autour de 0.



Démonstration Pour déterminer cette forme de solution :

— on postule une solution de la forme e et on résout I'équation caractéristique vérifiée par r: r2 + /o2= 0 dont les

— solutions sontet la solution la plus générale est donc :r = jlox(t) = Cejiot + De jtot
— que les formules de Moivre ou d’Euler permettent de transformer en : x(t) = Asin(!ot) + Bcos(/ot)
Remarque on peut se rappeler des propriétés des fonctions trigonométriques sin et cos : quand on les dérive deux fois, on

obtient moins la fonction. Il reste alors a postuler des solutions de forme sin et cos; et pour plus de généralité, on envisage
une combinaison linéaire de ces deux fonctions, ce qui ramene a la solution générale envisagée

x(t)
Exemple résoudre x" = 9x avec x(t=0)=0etx'(t=0) = 1. 0317~
Solution la solution est, d’aprés ce qui précede : x = 0.2
Acos(3t) + Bsin(3t). La premiere condition initiale impose : x(t 41 |
=0) =0 =4, donc A =0, donc une solution de la forme : x =
Bsin(3t). On sait que : x'(t) = 3Bcos(3t) donc la deuxieme  °]
condition impose : x'(t=0) =1 =3B.0n a finalement unex= -0.11
dOnC B — l} 3Jln(3t) —0.2 4
solution qui est : ! g
0:0 OTS 1:0 1:5 ZTO 2.r5 3.‘0
2 Equation du type x" + blox" +/02x =0
2.1 Analyse qualitative de I'influence du troisieme terme

Le premier terme est le terme différentiel, il s’écrit toujours de la méme maniére, il n’a donc sous cette forme aucune influence
sur la solution. La troisieme terme joue sur la forme de la solution : si le deuxieme terme n’était pas I3, il permet de générer :

— des exponentielles réelles ( croissantes ou décroissantes) si c’est X" lo2x =0

— des solutions oscillantes en cos et sin, si c’est x'+/02x =0

2.2 Cas ordinaire

On se restreint maintenant au cas le plus courant, x™ + blox” + /o2x = 0, c’est-a-dire le cas ou le troisieme terme est responsable
d’une solution du type oscillante.

2.2.1 Analyse qualitative de I'influence du deuxieme terme

Le deuxieme terme gere lui aussi la forme de I'évolution temporelle et va modifier la forme de cette oscillation; pour s’en rendre
compte qualitativement ( avant de le montrer en écrivant la forme générale des solutions) il suffit de faire comme si le troisieme
terme n’existait pas : on obtient : X" + b/ox” = 0. |l y a alors deux cas selon le signe de b

— si b est négatif : la solution est une exponentielle croissante, signe d’une divergence temporelle de la grandeur x ( ceci n’arrive

que si un opérateur extérieur fournit de I'énergie au systéme, énergie qui est utilisée pour faire diverger la grandeur x)

— si b est positif : |la solution est une exponentielle décroissante, signe d’'un amortissement de la grandeur x ( ceci arrive dans

la plupart des cas, quand il n’y a pas de source extérieure et que le systéme comporte des résistances).

1: Analyse



|
Dans le cas ol on considére I'équation générale, la forme de la solution va donc étre influencée par les deuxiéme et troisieme
termes.

- des oscillations croissantes si b est négatif.

- des oscillations décroissantes si b est positif.

On se restreint maintenant au cas le plus courant ou b est positif, qui correspond a des systémes stables.

2.2.2 Analyse quantitative de la solution

Notation En fait, ces considérations qualitatives ne sont pas tout a fait exactes car il faut, en plus de se soucier du signe de b,
prendre en compte sa valeur numérique. Pour s’en rendre compte, il faut résoudre en toute généralité I'équation
différentielle x” + blox” + !o2x = 0, que pour des raisons de raisonnements physiques nous noterons désormais :

. wo 3 2, N
TE QT twr = 0ot Q s'appelle le facteur de qualité du systeme.

Q symbolise 'amplitude de 'amortissement au sein du systeme : plus Q est grand, plus le systéme est de bonne qualité, plus

le terme responsable de I'amortissement est faible et plus la solution se rapproche d’une solution harmonique.

Résolution Comme on se doute que les solutions vont « ressembler » au cas sans deuxieme terme, on peut postuler une solution
de la méme forme, c’est-a-dire : er.

1: Définition

2.3 Différents régimes de solution
Dichotomie Pour déterminer r, il nous faut donc résoudre ce trindbme du second degré. Se présentent donc trois cas, suivant la
_ wi 2
valeur de Q qui conditionne la valeur du discriminant du systéeme : - 5% A . Conséquence Trois régimes sont
possibles.

2.3.1  Régime apériodique Si Q < 1/2 (amortissement fort), le discriminant est positif, les racines r1 et r2 de I'équation
caractéristique sont des réels donnés par :

2

r =1 (%w P 4wg)

o =

=
N
o)
tCt\chsu
B
&
(=T}
S——

3: Régime apériodique

Si Q < 1/2 (amortissement fort), les racines de I'équation caractéristique sont des réels négatifs et correspondent a un
amortissement tellement rapide de la grandeur x(t) que celle-ci n’a pas le temps d’osciller, (logique car Q étant petit, cela
signifie que I'amortissement est important) selon une solution dont la forme générale est :

X(t) = Aerit+ Berat

Puisque les arguments des deux exponentielles sont réels, |la solution nest pas périodique, il ny a pas d’oscillations et on
parle de régime apériodique.

Remarque r1 et r2 sont homogenes a des inverses de temps et I'allure de la solution est :
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Trois allures de régimes apériodiques, avec des conditions initiales différentes : G gauche, valeur initiale nulle et pente initiale
non-nulle ; au centre, valeur initiale non-nulle et pente initiale nulle; valeur initiale et pente initiale non-nulles

2.3.2  Régime critique Si Q = 1/2, le discriminant est nul, les racines sont égales et réelles. Mais ce cas est purement théorique (
il faudrait avoir une résistance dans le circuit qui soit déterminée avec une précision infinie, ce qui est impossible, on parle de
régime critique). Dans ce cas, on peut montrer que la solution la plus générale est de la forme :

gime apériodique

L'allure est la méme que celle du régime apériodique.

2.3.3  Régime pseuodo-périoque Si Q > 1/2 (amortissement faible) le discriminant est négatif, les racines r1 et r2 de I'équation

caractéristique sont des complexes conjugués donnés par :

. w2 -
=3 (—5Q +J 5% Jmué)

et

s = 35
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Ces deux complexes ont des parties réelles négatives qui correspondent a un amortissement de la grandeur x. La solution
peut s’écrire sous la forme générale : x(t) = Aert+ Be't,

(cette solution correspond a des oscillations amorties exponentiellement, on parle de régime pseudo-périodique)

Dans I'expression de la solution générale, on peut mettre en facteur les parties réelles des deux solutions et 'on obtient :
5: Régime Pseudo-périodique

Analyse On retrouve donc bien une solution de la forme oscillations amorties, elle fait apparaitre un temps typique
d’amortissement @ = 2Q//o d’autant plus long que I'amortissement est négligeable (logique) et des oscillations dont la
pulsation X> tend vers /o quand Q tend vers I'infini (la encore logique).



Allure on a des oscillations amorties
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On peut distinguer un certain nombre de grandeurs pertinentes :
2: Définitions

On peut définir sur ce signal :

- la pseudo-période :

- le temps typique d’amortissement : B = 2Q//o

- le nombre typique d’oscillations visibles :

- le décrément logarithmique : pour une grandeur qui décroit vers 0, si I'on note u1 et u2 deux maxima successifs, on
définit : . Cette grandeur ne dépend pas du couple choisi. Elle est caractéristique de I'amortissement. - Le décrément
logarithmique est d’autant plus grand que I'amortissement est rapide (que uz est faible devant u1). Il est nul s’il n’y a pas
d’amortissement (si uz = u1). Il est lié au facteur de qualité : ' o2

Exemple sur le graphe précédent, repérer les grandeurs précédentes et déterminer leur valeurs numériques. Vérifier la relation
T

~ —

Q.
3 Equation non-homogéne

Si la solution comporte un second membre non-nul, on admet que la solution générale est la somme de : — la
solution de I'équation homogéne associée - dont la forme est déterminée avec les méthodes précédentes — et d’'une
solution particuliére de la méme forme que le second membre.

3.1 Premier exemple
On cherche a résoudre x* kx=aavecx(0)=0etx(0)=0
— L'équation homogéne associée est x'w kxu= 0 que I'on met sous

la forme®® = 7% dont la solution est
ttxy(t) = Aea + Be



— La solution particuliere est de la méme forme que le second x(t)
membre, c’est-a-dire une constante. On cherche donc xp= cste,
ce qui impliqgue x’p = 0, ce qui, réinjecté dans |'équation 500+

différentielle donne : X" pkxp= kxp= a. Donc*P — %

400
— La solution générale de I'équation est donc : x = xu +
zp = Aet + Be * £ i . 3001
Il ne * reste plus alors qu’a déterminer A et
B en utilisant les deux conditions initiales : 200 A
(0) — () — a
—x(0)=0 implique"L(O) =0=A+B 3 100

. o B
— x'(0) = 0 implique z(0) = 0 = %Aef %B(’ £
atA @lB =0 ce quidonne A= B

. [
— Ce qui, réinjecté dans la premiere équation, donne : 0=24 &

_a
Donc = 2k

p—aflt 1, £
J:—R(ze +2€

Et finalement : ) dont on peut vérifier

gu’elle vérifie les conditions initiales.

3.2 Deuxiéme exemple

On chercher a résoudre X" +kx = a avec x(0) = 0 et x'(0) = 0 L'équation homogene associée est X'+ kxy = 0 que I'on met sous
la forme X"y = lo2xy dont la solution est xu(t) = Acos!ot + Bsinlot

La solution particuliere est de la méme forme que le second membre, | e
c’est-a-dire une constante. On cherche donc xp = cste, ce qui implique o~
X'p= 0, ce qui, réinjecté dans I'équation différentielle donne : x"p + kxp
= +kxp=a. Donc TP = %La solution générale de I'équation est donc : x .
=XH+ Xp= 237
20 = X

Acoswyt + Bsinuwot + & Il ne r.e_ste plus alors qu’a Q(?terrr?ihgrA etB  15-

en utilisant les deux conditions initiales : 1.0
x(0)=0 impliquex(o) =0=A+%c qui donned = % 054
x'(0) = 0 implique x'(0) = 0 = Blo= 0 ce qui donne B = 0 Et finalement |
= 3(1 coswol) gont on peut vérifier qu’elle vérifie les conditions 0 1 2 3 2 5

initiales.



Analyse qualitative d’'une équation différentielle

1 Présentation

Les cours précédents synthétisent les outils mathématiques que l'on utilise habituellement pour résoudre les équations
différentielles. Mais la physique ne se résume pas a utiliser ces outils : il s'agit ensuite de comprendre la signification des évolutions
prévues par les équations différentielles. C’est I'objet de cette partie.

But Il s’agit de prévoir qualitativement la forme de la solution de I'équation différentielle. Cette analyse peut étre menée soit :

— apreés la résolution quantitative, en vue de confirmer la cohérence de la solution.

— avant la résolution quantitative, en vue de prévoir la forme de la solution.

Si une telle analyse n’est pas explicitement demandée a I'écrit, elle a un réel intérét (prévision, vérification) et elle est trés appréciée
a l'oral. En tout état de cause, elle n’est jamais suffisante et on ne peut se passer de la résolution quantitative, qui constitue « le
gros » du travail demandé.

Sophistication Par une analyse qualitative, il est possible de déterminer des grandeurs pertinentes de I'évolution de la solution
d’une équation (temps typique d’évolution, période, valeur maximale, minimale, amplitude, pente initiale,...).

La encore, de telles grandeurs peuvent étre déterminées soit :

— apres la résolution quantitative vue précédemment. Il s’agit alors simplement d’une étude de fonction. Par exemple, pour
déterminer un temps typique ou une période, on utilise souvent le fait que les arguments de fonctions complexes sont sans
dimension.

— avant la résolution de I'équation. Il s’agit alors, souvent a l'aide de considérations d’homogénéités, de construire, a partir de
I’équation différentielle, les grandeurs pertinentes de I'évolution. Cet usage est beaucoup plus rapide, mais nécessite de «
comprendre » le fonctionnement de I'équation différentielle, afin de ne pas construire n’importe quoi.

2 Analyse qualitative de l'influence des différents termes sur I'exemple d’'une équation du
premier ordre

2.1 Généralités
Restriction En physique, les équations différentielles du premier ordre sont souvent du type réaction-relaxation, c’est-a-dire de
la forme : x" = f(x) + h(t)
ou fest une fonction positive ou nulle.
Analyse

— Supposons que le dernier terme n’existe pas, I'équation devient : X" = f{x) ce qui correspond a une relaxation de x(t) : x est
non nul et négatif tant que f{x) est non nul. L'équation fait décroitre x(t) jusqu’a ce qu’il atteigne une des racines de f.

— Supposons que le premier terme n’existe pas, I'équation devient : x" = h(t) ce qui
correspond a une réponse de x a une excitation h(t).

L'évolution générale de au cours du temps correspond a la compétition entre les influences de ces deux termes : x(t) va le

plus souvent se relaxer jusqu’a atteindre une valeur d’équilibre, pour laquelle réaction et relaxation se compensent.

2.2 Un exemple important : analyse qualitative d’une équation linéaire

Examinons maintenant qualitativement “le fonctionnement” d’une équation différentielle sur un cas simple. On envisage ici
I'analyse qualitative dans les deux sens (analyse de la cohérence de la solution et prévision de celle-ci). Soit 'équation : x' = kx + ¢
avec pour condition initiale x(0) = 0

2.2.1 Premiere partie de I'évolution : les temps courts



Prévision x(t «- 0) «- x(t = 0) = 0 est négligeable, et I'équation est approximativement x" «- ceton a

donc

x(t - 0) e ct

On peut ainsi prévoir la pente initiale de la solution.

Cohérence Cette évolution linéaire approchée correspond forcément a I'approximation linéaire (au développement limité) de la
solution exacte, quelle qu’elle soit. Ici, la solution exacte est :

r=£(1 e ™)

On vérifie simplement qu’aux temps courts, x(t) est croissante de pente c :
— Si on dérive I'expression précédente, pour avoir la pente, et que |'on calcule celle-ci a t = 0, on obtient c.

— Si on fait le développement limité de cette fonction pour ¢ faible, on obtient at) ~ (1 (1 k) =ct

qui est bien
cohérent avec I'analyse aux temps courts.

Représentation I'approximation linéaire de la solution aux temps courts donne :

2.2.2 Deuxiéme partie de I'évolution : les temps intermédiaires

|Prévision les deux termes, du fait de I'évolution de x(t), deviennent commensurables et I'évolution de x(t) se fait plus lente.

Cohérence On vérifie sur la solution exacte que I'évolution de x(t) est plus lente et que la pente est plus faible.

2.2.3 Troisieme partie de I'évolution : aux temps longs
Prévision Aux temps longs, les deux termes se compensent et x(t) atteint sa valeur finale qui correspond a x'(t =
1)=0
et donc qui est donnée pardoncx’(t=1)=0=  kxf+c

o

;'I.'f =

On peut ainsi prévoir la valeur finale de la solution.

Cohérence La solution atteint en effet un régime stationnaire.

L'état stationnaire correspond a la solution particuliére.
Cette solution particuliere est indépendante des conditions initiales.

Représentation



2.2.4  Conclusion Tous ces raisonnements sont basés sur le fait que k est une constante positive. Lexistence d’un
comportement asymptotique de la solution est lié a la mise en forme : x" + kx = c.

A retenir On retiendra que lorsqu’on met tous les termes fonctions de x d’un c6té de I'équation, s’ils sont tous du méme signe,
alors la solution est stable et tend vers un comportement asymptotique.

2.3 Méthodes de détermination d’un temps typique d’évolution

2.3.1 Généralités

1: Méthodes

Si on a déja déterminé la solution de I'équation, cette détermination est une simple étude de fonction. Sinon, a partir de
I’équation différentielle elle-méme, le temps typique d’évolution - qui correspond ici au temps typique pour atteindre un
régime stationnaire - peut étre déterminé soit :

- Par homogénéité : en comparant les différents membres de I'équation. Cela peut-étre plus ou moins immédiat selon la
forme de I'équation.

- Si cela n’est pas possible, il faut écrire que le temps typique est celui nécessaire pour atteindre la valeur finale en ayant
une vitesse typique d’évolution correspondant approximativement a la vitesse initiale - ce qui correspond a la méthode de la
tangente.

2.3.2 Construction du temps typique d’évolution pour une équation linéaire homogéne

Soit une équation du type : x" = kx avec x(0) = xo

[z]
Méthode Par homogénéité, le premier membre est homogéne a : temps donc le second membre doit avoir la méme
s kr] = L . o
homogénéité, donc[ ] temps donc k est forcément homogeéne a I'inverse d’un temps et I'on peut poser : B = ;LAnalyse la
résolution analytique de I'équation conduit a une solution en exponentielle avec un temps typique B = (Lcohérent avec cette

analyse.

2.3.3 Construction du temps typique d’évolution pour une équation linéaire non-homogene

Soit une équation du type : X’ = kx+cavecx(0)=0
[x]

Méthode Soit on procede comme précédemment : le premier membre est homogéne a : temmps donc le second membre doit
] L2
avoir la méme homogénéité, donc [ka] = temps donc k est forcément homogeéne a I'inverse d’un temps et I'on peut poser :
=il
Méthode Soit on écrit que le temps typique est celui nécessaire pour atteindre la valeur finale en ayant une vitesse typique

d’évolution correspondant approximativement a la vitesse initiale :

o _
— ici, la pente initiale est x'(t = 0) = ¢ — la valeur finale est’/ = &
zy 0
— Donc le temps typique pour passer de 0 a xravec une pente typique de c est tel que : == “— Donc
o= Fr 1 . ‘s
TI' = 7 = %. On retrouve le temps typique précédent.

Remarque on aurait pu appliquer la méme méthode a I'équation précédente. Représentation



234 Construction du temps typique d’évolution pour une équation non linéaire homogene
Soit une équation du type : x’ = kx?avec x(0) = xo.

Méthode On écrit que le temps typique est celui nécessaire pour atteindre la valeur finale en ayant une vitesse typique
d’évolution correspondant approximativement a la vitesse initiale :

— Ici, la penteinitiale est x'(t =0) = kx%o — la valeur finale est x,= 0.

Ty Tg 2
— Donc le temps typique pour passer de xoa xr= 0 avec une pente typique de kx%o est tel que : T kzg donc
. xg 1
T = k:zglg o A_.I:n

Remarque on aurait pu construire ce temps par homogénéité.

. . . . , . cees Lo g2
Remarque Dans la partie précédente, on a montré que la solution de I'équation différentielle s — bv

v =

avec v(t = 0) = vo était
1+btvo. Si I'on note @12 le temps nécessaire pour que v(t) soit divisé par deux par rapport a sa valeur initiale, on a :

F — Yo __ v
v(Ty0) =% = S o
(riy2) =4 L4bris2v0 ce qui implique : 1+bB12ve = 2. Donc B12 = wlo. On retombe donc exactement sur les mémes

dépendances par une analyse quantitative.

2.3.5 Méthode Construction du temps typique d’évolution pour une équation non linéaire non-homogene
Soit une équation du type x = kx2+ cavecx(0)=0
Méthode

— On écrit que le temps typique est celui nécessaire pour atteindre la valeur finale en ayant une vitesse typique d’évolution
correspondant approximativement a la vitesse initiale — ce qui correspond a la méthode de la tangente.
— Ici, la pente initialeest x'(t=0) =c¢

— la valeur finale est xrtelle que x'(x) = 0 = kx%+ cdonc®f = \/E
. o - Ty o _
— Donc le temps typique pour passer de 0azy= \/% avec une pente typique de cest tel que: 7= ©donc
3 Equations différentielles du second ordre sans terme de frottement
. ’u o 2
3.1 Equation du type? = Wiy

3.1.1 Généralités

Analyse si x(t) est positif, X" est positif et donc au bout d’'un moment, x* devient positif, ce qui fait augmenter x(¢t) : on a une

divergence de x(t) vers I'infini. Les choses sont inversées si x(t) est négatif, mais toujours avec une divergence. On peut
prévoir une divergence de x(t) quelles que soient les conditions initiales.
2: Propriété




3.1.2  Analyse qualitative Comme la solution d’une telle équation est divergente, construire une pulsation typique n’a pas de
sens. Il est plus pertinent de construire un temps typique de divergence. Par homogénéité, on peut proposer : & = 1//. De sorte

P
qu’il vaut mieux réécrire une telle équation sous la forme :¥ = 72

3.2 Equation du type® = wyx

Analyse si x(t) est positif, X" est négatif et donc au bout d’'un moment, x" devient négatif, ce qui fait diminuer x(t) : on a un rappel
de x(t) vers 0 qui est la seule valeur d’équilibre de I'équation. Les choses sont inversées si x(t) est négatif, mais toujours avec
un rappel vers 0. On peut prévoir des oscillations de x(t) autour de 0.

3.3 Conclusion

On retrouve la encore le fait que :

— l'équation x" = /o2x qui peut s’écrire x” + lo2x = 0 a des solutions stables en x = Asin(/ot) + Bcos(lot)

[ S P A o ] ]
— l'équation” = 72 qui peut s’écrire’ 72 0 a des solutions instables en x = Aet/? + Be /2

4: Propriété

On retrouve le fait que si tous les termes du premier membre sont du méme signe, la solution est stable (ici, au sens ou elle
n’est pas divergente)




Utilisation des complexes en physique

En physique, de nombreuses manipulations concernant les grandeurs physiques réelles d’'un probleme sont beaucoup plus rapides
et beaucoup plus systématiques si on les effectue non pas sur les grandeurs physiques réelles, mais sur des grandeurs complexes
associées aux grandeurs réelles. Ainsi, la manipulation des complexes est un enjeu majeur en physique. On notera que les notations
utilisées en physique sont différentes de celles utilisées en mathématiques, j remplace souvent i. Cela provient du fait que i est une
notation classique en physique, que ce soit pour l'intensité en électrocinétique, pour les angles en optique,... Dans la suite, on
prendra indifféremment i ou j. On se sert essentiellement du fait qu’un complexe z est la représentation d’un point M(z) dans un
plan. Ce plan est engendré par deux axes orthogonaux, I'axe des réels - qui sert d’axe des abscisses - et I'axe des imaginaires purs -
qui sert d’axe des ordonnées.

1 Quelques rappels

1.1 Généralités

1.1.1  Ecritures géométrique et arithmétique d’'un nombre complexe

1: Definition

& N zM (2)
//Oﬂ\ :
B
o 0 = arg(z)
o| u a

2: Definition
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ol 7 a axe des réels

1.1.2  Relations entre les deux écritures

Lidentification des deux écritures fournit de nombreuses relations qui permettent de passer de I'une a l'autre et de compléter
I'interprétation géométrique d’'un complexe. On a ainsi :

Re(z) = |z| cos(6)
I'm(z) = |z| sin(0)

Im(z)
Re(z)

= tan(f)

On voit sur la premiére représentation que b = Im(z) = |z|sin(v/) et a = Re(z) = |z|cos(v) et donc, on a bien :

ey = tan(6)

1: Relations de passage

1.2 Relations de base

Relations

2j
e’ = cos(0) + jsin(0)
cos(f) = Re(e??)
sin(8) = Im(c)

( )

£,0+L o

Exemple Interprétation géométrique de la relation :©
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Autres relations |'égalité cos! + sin? = 1 fournit une définition du

module :

|z| = pRe(2)3 + Im(2)2

Cette relation a une interprétation géométrique en lien avec les précédentes : elle correspond simplement a la relation de
Pythagore.
Propriété si deux complexes sont égaux, alors leurs modules et leurs arguments sont forcément égaux.

F z(ti}
. , z(t
1 Evolution d’'un complexe fonc it f(t,)
21 Effet d’'une variation de ¢ Do
On envisage un complexe de laformez=f{t,. <« .c...cuu.c Sy ww ~—reeree —<~ .~ fONCtiON croissante. Supposons par exemple

que fsoit une fonction croissante et que ‘o sont une constante. Dans ce cas, I'évolution de z dans le plan complexe se fait avec un
angle fixe par rapport a I'axe des réels et le complexe s’éloigne simplement de O a cause de la croissance de son module.

3.2 Effet d’une variation de son argument a module fixé

On envisage un complexe de la forme z = zoe/'® ol le module zo du complexe est constante. Supposons par exemple que (t) = /t.
Dans ce cas, I'évolution de z dans le plan complexe se fait a une distance fixée de O et comme I'argument augmente linéairement
avec le temps, I'angle "=/t croit avec le temps : le complexe tourne autour de O et décrit donc un cercle de rayon zo.



0(t,)
?p(to)

v

Remarque La grandeur ! décrit la “vitesse de croissance de I'angle ™ : on parle de vitesse angulaire. Au bout d’un temps T, le

complexe z reprend sa valeur initiale, si /T = 28. Et donc, si T est la période du mouvement, on a la relation : / — Q?Tr Cette
relation traduit bien le fait que !/ est une vitesse angulaire : c’est la vitesse a laquelle I'angle doit bouger pour parcourir un
tour (1) en une période (un temps T)

Remarque Soit une grandeur sinusoidale s(t) = sosin(/t+'0). De nombreuses manipulations de cette grandeur sont compliquées
par la nature particuliere des fonctions sinusoidales. Une approche bien plus élégante — et que l'on utilisera face a de
nombreux problémes — consiste a passer par les complexes. Lidée est d’associer a la grandeur réelle x(t) = xosin(/t+'0) une
grandeur complexe x(t) = xoe/l't*) donc telle que x(t) = Im(x(t)). Ainsi, dans

I'exemple suivant, on illustre le fait que sin(x) = Im(e®) et cos(x) = Re(e*) : les variations des fonction cos et sin peuvent
étre retrouvées simplement a l'aide des variations du complexe ex.

-

N

! 1 —|
cosx rd ]
J . ; N —
+ — =t f -6 -5\-4 -3 -2 -10[i1 % 3 4/5 6
-6 -5 -4 - -2 -1 il 2 3\4 5
=
-1

Representation graphique de la fonction cosinus

Représentation graphique de la fonction sinus

.3 Evolution dans le cas général

Le mouvement général est la composée de celui du a la variation du module (éloignement-rapprochement de O) et de celui d(i a la
variation de I'argument (rotation autour de 0). Par exemple, I’évolution du complexe : z = 2t.e3/t est figurée ci-apres :



osn




TD : Outils mathématiques

Premiere partie Généralités 1
Tracé d’allures

Quelques fonctions Donner les allures des fonctions suivantes

hiz) =z.e *;m(x) = % +x:n(x) =x+ sinr; z(x)
; z(x) = ze ""/"““(305(1\':1:)

T
x+xo ?

2p8in? (27T1+) s ylx) =
()

flx) = xv1  22; hi(x) =

hs(xz) =a(l  cos(kx)).

1 . . _ T
v (@) = o

Dilatations
sin(kx)

Comparer les graphes de sinx, ksinx et

Puissance débitée par une pile On peut montrer que la
puissance débitée par une pile est de la forme : P = Eoi Ri?,
aveci>0.
1  -Tracer I'allure de cette puissance.
2 - Déterminer la valeur de l'intensité qui maximise
cette puissance et exprimer en fonction de Eo et R la valeur
de la puissance maximale.

Mouvement d’'un mobile Le mouvement d’un mobile de masse
m se déplagant sur un banc incliné d’un angle @ par rapport a
I’horizontale et soumise a I'action d’aimants placés en bout de
banc est repéré par la donnée de x, la distance instantané
entre les aimants et le mobile. On peut construire une énergie
potentielleEP("":) = % + mgxsina

1  -Tracer I'allure de I'énergie potentielle.

2 - Exprimer la position xo du minimum local de cette
fonction.

Charge d’un capteur capacitif La plupart des surfaces tactiles
utilisent des capteurs capacitifs. La tension aux bornes d’un tel
capteur, soumis a un échelon de tension est de la la forme : U
=E(1et9)

1 -Tracer l'allure de la fonction.

2 - Déterminer la pente initiale de la fonction.

3 - Déterminer l'expression de la fonction h(t),
tangente a U(t) en t = 0. Tracer cette tangente sur le méme
graphe. 4 - On appelle temps de montée tm la durée
nécessaire pour que le signal passe de 10% de sa valeur
finale a3 90% de sa valeur finale. Exprimer tmen fonction de
a.

Impédance d’un dip6le On peut montrer qu’une bobine est
caractérisée par une _grandeur appelée impédance, dont le
module est : z = pR% + /22,

1 - Tracer l'allure de ce module en fonction de !/ pour

!'variant de2 - Donner le domaine de0 a +1. ! dans lequel il est
pertinent de considérer z comme une constante. Donner le
domaine de ! dans lequel il est pertinent de considérer z

comme une fonction linéaire.

2 Modéle de force non-linéaire

Soit un oscillateur non-linéaire caractérisé par la fonction
suivante :

1. On souhaite modéliser cette courbe par la fonction
ylz) = 2 L :
x=+wy, Déterminer la position du maximum de cette

fonction et la valeur de ce maximum. En utilisant la courbe,
déterminer les valeurs numériques de k et xo.

2. Déterminer le modeéle affine de cette caractéristique
au voisinage de x = 3.
3. Donner I'équation qui permet de savoir a quelle

distance de ce point le modele s’éloigne de la réalité de plus
de 0,1.

3 Mise en forme d’un signal

On cherche a mettre en forme le signal suivant, dans la
partie ou il correspond a une exponentielle décroissante. Les
réglages sont 0,1ms/div et 2V/div.

1. A laide du graphe, déterminer I'amplitude et le
temps typique de décroissance.
2. Ecrire le signal u(t) en prenant garde a l'origine des

temps. En déduire I'amplitude du signal au moment ol
I'alimentation - en rouge - reprend.

3. Avec quelle précision peut-on considérer que le
signal est nul pour un temps correspondant a 4,5carreaux?
Comparer cette précision avec la largeur du trait de mesure et
conclure.
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4 Interaction de Van der Waals
L'énergie potentielle d’interaction entre deux molécules
) — @ o b
d’un gaz est donnée par : Ey(r) = 7 T 320U roest la
distance entre deux molécules, a et b deux nombres positifs.
1. Quelles sont les unités des constantes a et b? Tracer
I'allure de cette énergie potentielle en fonction de r.
2. Calculer la valeur rede r qui correspond au minimum

de I’énergie potentielle.

5 Détecteur de particules

Un détecteur de particules fournit un signal électrique de la
forme: V(t) =Voln(1 + t/B) sit<tiet V(t) =Aetsit > t1.

1. Tracer I'allure de V (t) sachant qu’elle est continue. A
quoi correspondent respectivement @ et ? On précisera la
valeur extrémale de V (t). Déterminer A (on pourra noter V1
un des intermédiaires de calcul).

2. Exprimer la dérivée temporelle de V (t) en t = 0.
Exprimer la dérivée seconde de V (t) en t = 0. Existe-t-il un
rapport entre ces deux grandeurs?

3. Exprimer le temps de montée tn défini comme le
temps mis par le signal pour atteindre la moitié de sa valeur
extrémale.

4, Montrer que la dérivée premiere de V (t) nest pas

Vit,). 6

Vit
continue en t1. Exprimer sa discontinuitéV (t7)

Régimes transitoires

Soit une tension dans un circuit décrite par la fonction u(t)
F = dzx d*x
= uocos(!t). On note®* — at i,

1 -Exprimeru'(t), u’(t=0), u(t) etu’(t=0).

Soit maintenant une tension décrite par la fonction u(t) =
Acos(!t) + Bsin(/t).

2 -Exprimer u(t=0), u'(t), u'(t=0). Sachant que u(t
=0)=0etu'(t=0)=u'o, déterminer A et B. Tracer I'allure
de cette fonction.

Soit maintenant une tension de la forme : u(t) = tAcos Bsin
e 7( Qt + Qt)
3 - Exprimer u(t = 0), @(¢), u(t = 0)

et & =

. Sachant que
u(t=0)=0etu’(t=0)=u'o, déterminer A et B. Tracer I'allure
de cette fonction.

Soit maintenant une tension de la forme : u(t) =

4 - Exprimer u(t = 0), u'(t), u'(t = 0). Sachant que u(t = 0)
=0etu'(t=0)=u'o, déterminer A et B. Tracer l'allure de cette
fonction.

7 Lien fonction/dérivée

La vitesse d’'un paquebot de masse m lors d’un freinage
s’écrit : v(t) = voe V2.

1 - Exprimer v" en fonction du temps et des paramétres
constants du probléme. En déduire qu’il existe une relation
simple entre v, v et [@. En supposant que cette relation est
issue du principe fondamental de la dynamique appliqué au
paquebot, en déduire I'expression de la force de frottement

subie par le paquebot.
N . L. = Yo
Dans un autre modéle, la vitesse s’écrit () = .

2 - Exprimer v’ en fonction de vo, t et B. En déduire qu’il
existe une relation simple entre v', Bl et v. De méme que
précédemment, en déduire I'expression de la force de
frottement cohérente avec une telle évolution.

Laltitude d’un lévitron est donnée par : z(t) =
zocos(!t)

3 - Exprimer z'(t) puis z'(t). En déduire une relation
simple entre z°, zet /.

8 Fonctions composées

Lors du freinage d’'un TGV de masse m, la vitesse v(t) vérifie

Lo dl0 2y 03
I’équation ai(gmu®) = av

1 - Exprimer le terme de gauche en fonction de m, v et
v'. En déduire une équation liant v', @, m et v.
Dans un circuit LC, la charge q(t) du condensateur C vérifie
I’équation : LCq 2 + g% = cste.
2 - Dériver cette équation par rapport au temps.
Soit z l'altitude d’une bille dans un saladier hémisphérique
de rayon ro. On peut montrer par le théoréme de

Pythagore que z = pro? r2 3 -

d

Exprimeradr.

I8

On considere le cas ol r(t) varie : on définit " = dry.

4 - Exprimer z' et commenter géométriquement.

9 Fonctions sinusoidales

Ecriture d’'une fonction Mise en forme 1. Donner |'expression
de la tension u(t) dont le graphe est figuré ci-apres.
Déterminer sa valeur moyenne et la valeur efficace de sa
composante alternative.



u(f) en volts

i i i

0 10 20 30 40 t(ms)

Probléme inverse

Soit un signal sinusoidal d'amplitude maximale 2 Volts, et de
période 2 ms.

2. Tracer-le. Tracer sur le méme schéma un signal sinusoidal
d’amplitude double et de fréquence double du précédent,
initialement déphasé d’un quart de période.

Ecriture de deux fonctions Lorsqu'on alimente wun
transformateur, on observe en deux points du circuit les
tensions suivantes, que l'on notera respectivement ui(t) (en
rouge) et uz(t) (en bleu).
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Temps en s

1. Déterminer la période et la pulsation des deux signaux :
sont-ils synchrones? Déterminer les amplitudes uzo et uio des
deux signaux.

2 - Déterminer de trois manieres différentes la phase a
I'origine du signal rouge si on I’écrit a I'aide d’une fonction sin.
Déterminer de méme, de trois manieres différentes, la phase
a l'origine du signal bleu, si on I'écrit a I'aide d’une fonction sin.

3. Déterminer le déphasage entre ces deux fonctions,
en précisant bien quel signal est en avance par rapport a
I'autre et en le reliant au signe du déphasage. Est-il cohérent
d’avoir un déphasage différent de B/2 au vu des deux
courbes?

4, Ecrire les deux signaux u1(t) et uz(t) correspondants,
en prenant comme origine des temps I'instant ou uz(t) est
maximale.

Ecritures d’une fonction Soit la fonction ayant le graphe
suivant :

3 — fix)

-2

-3

1 - Ecrire cette fonction a l'aide d’une fonction sin. On
déterminera de trois manieres différentes la phase a I'origine.
Ecrire cette fonction a l'aide de I'argument ¢t to ou to correspond
a un instant d’annulation de la fonction. 2 - Ecrire cette
fonction a l'aide d’une fonction cos. Ecrire cette fonction a
Vaide de I'argument t o OU thcorrespond a un maximum
de la fonction. Fonction décalée 1 - Reprendre les trois
méthodes précédentes et déterminer So, S1, ! et "pour le signal
suivant, écrit sous la forme : f{t) = So + Sisin(/t + 7). 2 - Ecrire
la fonction a l'aide d’un cos.
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Somme de fonctions trigonométriques Soit une fonction t! f{t)
= xocos(!t) + xasin(/t). On cherche a déterminer le maximum
de cette fonction et a déterminer I'instant ou ce maximum est
atteint.

1 - On suppose que f(t) = x2cos(/t + ). On rappelle que
cos(a+b) = cos(a).cos(b) sin(a).sin(b). Développer la
deuxiéme expression de f(t) et en déduire deux relations
entre xz, ', X1 et Xo.

2 - Eliminer ' des deux expressions précédentes en
utilisant cos? + sin?2 =1 et en déduire xz en fonction de x1 et xo
uniquement.

3 - Déterminer tan'en fonction de xo et x1 uniquement,
puis 'en fonction des mémes parameétres. En déduire I'instant
to pour lequel f{t) est maximale. Analyser les comportements
de to pour des valeurs pertinentes du rapport xo/x1.

Deuxieme partie

Développements limités



10  Vérification

Vérifier les développements limités suivants et corriger les
éventuelles erreurs :

e~ wgm~vae o~ T, W ~
143 ﬁf ~dt Ax

11 Solution approchée

On cherche a résoudre I'équation algébrique suivante
k((lLT’)); =z ol k 0.1, E .
T ,1. En supposant que la solution

est petite devant 1, linéariser I'équation précédente et en
déduire une solution approchée de I'équation. Comparer cette
solution a celle issue d’une résolution numérique exacte.

Commenter.

12 Pression dans une classe

Une classe de hauteur h = 3m, contient de l'air dont la
pression a une hauteur z du sol est donnée par : P(z) =
Poexp( Mgz/RT) ou M = 29g.mol ' est la masse molaire de I'air,
g l'intensité du champ de pesanteur, R la constante des gaz
parfaits (R = 8,314J.K L. mol 1) et T = 293K est la température
de l'air.

1. On pose H = RT/Mg . Montrer que H est homogéne
a une hauteur et donner sa valeur numérique. Comparer cette
valeur a la hauteur de la classe. En déduire une expression
approchée au premier ordre de P(z) Po.

2. Quelle erreur maximale commet-on en considérant la
pression uniforme dans la classe?

13 Champ de gravité terrestre

Soit le champ de gravité terrestre g(r) = goR12 /12

1. Déterminer le développement limité a I'ordre 1 du
champ de gravitation au voisinage de la surface terrestre en
fonction de G, M1, Rret r. On supposera donc que r Rr<< Rr.

2. Tracer la fonction exacte et la fonction linéarisée en
fonction de r. A-t-on tendance a sur ou a sous-estimer g(r) en
utilisant son développement limité?

14 Rayonnement d’un corps

Un corps de surface extérieure S portée a la température T
en contact avec une atmosphére a la température To rayonne
une puissance différentielle P = S (T* To*). Par deux méthodes
différentes, linéariser cette puissance différentielle pour T «-
To. Vérifier que 'homogénéité de la formule est bien la méme
gu’avant le développement limité.

15 La mission Darwin

La mission Darwin aurait pour localisation un des points de
Lagrange du systeme Terre-Soleil. On admet qu’en un tel point
L dit point de Lagrange, situé entre le Soleil et la Terre, a une
distance d du Soleil, pour lequel une masse m déposée en L
peut tourner a la méme vitesse angulaire que la Terre, de sorte
que le systeme S, L et T reste constamment aligné. L'équation

donnant la position du point L est
_ (fﬂ{wn, (?1’\[41-n': , 2 ‘ 2 _ GMg
0 o ar T e = SRS e D est

la distance Soleil-Terre et Mset Mrles masses respectives du
Soleil et de la Terre.

1. En déduire une relation uniquement entre les
grandeurs x = d/D et @ = M1/Ms. Cette relation définit un des
points dits de Lagrange du systéme Soleil-Terre.
Numériquement, on trouve x = 0,989.

2. Retrouver une valeur similaire a laide d’un
développement limité idoine.

Troisieme partie Différentielles 16
Aire d’un disque

Soit un disque de rayon r. Si son rayon varie légérement de
dr, exprimer la variation de son aire, dA. Proposer une
interprétation géométrique.

17 Relation de conjugaison

Soit une lentille convergente de distance focale f. Soit un
objet a distance algébrique x de cette lentille. La relation de
conjugaison donne la position xo de I'image de l'objet par la
relation : 1/x0—-1/x = 1/fo Soit un objet situé en xo et se
déplagant de dx. Exprimer la variation dxo de la position de son
image.

18 Champ de gravité terrestre

Lintensité du champ de gravité en fonction de r distance au
centre de la Terre est g(r) = goRr? /r? ou go est I'intensité du
champ de gravité a la surface terrestre et Rrle rayon terrestre.
On cherche a savoir s'il est pertinent de considérer le champ
de gravité comme uniforme.

1. Exprimer la variation infinitésimale dg du champ de
gravité pour une variation de distance dr au voisinage de Rt
en fonction de go, Rret dr uniquement.

2. Evaluer cette variation pour dr = h = 30km, sachant
que go=9,8m.s 2et Rr= 6,4.103%km. Comparer cette variation
a go. Commenter I'approximation g(r) <- go.



19 Dérivées et différentielles

Exprimer les dérivées par rapport a x puis les différentielles
de : x9, (x + a)®, (ax + b)¢, sin?(x), sin(kx), cos?(kx), In(ax),
In(ax + b), exp(ax?)

20 Variations infinitésimales

L'énergie cinétique d’'une masse m se déplagant a la vitesse
v, correspondant a une quantité de mouvement
p = mv peut se mettre sous la forme : E = p2/(2m)

1. Exprimer la variation infinitésimale d’énergie dE si la
quantité de mouvement passe de po a po+dp a m fixée. 2.
Exprimer la variation infinitésimale d’énergie dE si la masse
passe de moa mo+ dm a charge pofixée.

3. Exprimer la variation de quantité dp si la masse passe de
moa mo+ dm a énergie fixée.

Quatrieme partie

Nombres complexes
21  Passages

Soit un dipdle électrique caractérisé par un complexe Z
appelé impédance, qui est de la forme : Z=R + /L.
1 - Exprimer le module Z de I'impédance Z. Tracer

Z(!) en fonction de ! pour / variant de 0 a +1. '(/) 2 - Exprimer
I'argument 'de I'impédance. Tracer

en fonction deque la fonction/xpour7! arctan! variant de(x)
est:0a+1. On rappelle

oo 25 50 75 0o 125 150 175 200

3 - Exprimer le complexe Z sous forme géométrique.

4 - Représenter ce complexe dans le plan complexe si
Re(Z) = 2 et Im(Z) = 3. Mesurer le module et I'argument sur
cette représentation. Vérifier que I'on retrouve les valeurs
théoriques obtenues avec les expressions précédentes.

22 Extraction de grandeurs

Soit un systeme électrique caractérisé par un complexe

H appelé fonction de transfert, qui est de la forme : H =
R
R+jwl
1 - Exprimer le module G de H. Tracer G(!) en fonction

de !/ pour ! variant de 0 a +1de. H. Tracer (/) en fonc2 -
Exprimer I'argument '

tion de3 - Exprimer le complexe! pour !/ variant de OHasous
forme géométrique.+1.

4 - Déterminer sa partie réelle et sa partie imaginaire.
5 -Reprendre les questions précdentes pour : H2 =

Rtjwl ¥ 3 Ryjur

jIL Ro+jILoH =
Soit un systéme caractérisé par une grandeur complexe

Z appelé impédance, qui est de la forme : Z =

wLB | p
Rtjwl ". Donner une condition sur !/, L et R pour que
I'impédance soit strictement réelle. Donner son expression

dans ce cas.

23 Egalité entre deux complexes

Soit I'égalité : A(x+jy) = BeldoU A, B, x, y et g sont des réels.

— Exprimer B en fonction de B, x et y.

— Exprimer g en fonction de x et y

— Exprimer x en fonction de A, B et g. Exprimer y en
fonctionde A4, Betg.



TD : Equations différentielles du premier ordre

Premiere partie

Analyse et résolution
analytiqgue d’équations
linéaires

1 Quelques outils de base

1 - Pour les équations suivantes, apres avoir déterminer
la solution, tracer I'allure de la solution en exhibant les valeurs
et les pentes d’intérét (valeur initiale, valeur finale, pente
initiale)

—y—4y=0avecy(t=2)=9 —y

+7y=9avecy(t=0)=0
Soit une grandeur y(t) vérifiant I'équation différentielle :

y+2=0 avec y(t=0) =yo

2 - On cherche une solution de la forme : y = e
Réinjecter cette fonction dans |’équation. En déduire r.
Réinjecter cette fonction dans la condition initiale. En déduire
. Tracer la fonction solution y(t).

Soit une grandeur y(t) vérifiant 'équation différentielle :
U+ i= & avecy(t=0)=0

3 - On cherche une solution de la forme : y = et + b.
Réinjecter cette fonction dans I"équation. En identifiant les
fonctions qui dépendent du temps et les constantes, déduire
r et b. Réinjecter cette fonction dans la condition initiale. En
déduire . Tracer la fonction solution y(t).

2 Phase d’accélération d’un TGV, modele
simple
Soit un TGV de masse m soumis a une force Fo et a un
frottement fluide linéaire, en bv.
1. Donner I'équation qui régit sa vitesse v(t).

2. Déterminer I'allure et les grandeurs pertinentes dev(t)
si la vitesse initiale est nulle. Méme question si la vitesse
initiale est vo.

3. Retrouver ces caractéristiques par une
résolutionanalytique de I'équation dans les deux cas.

3  Felix

Félix, un homme de masse m = 80kg, saute d’un ballon
sonde, situé a une altitude h. L'intensité du champ de gravité
en fonction de r distance au centre de la Terre est prise égale
a savaleur en surface, go. Dans un premier modéle, on néglige

les frottements de l'atmosphere et on suppose la chute
verticale.

1. Ecrire le principe fondamental de la dynamique et le
projeter sur 'axe descendant:. En déduire la distance z
parcourue par Félix en fonction du temps. En déduire
I'expression exacte du temps de chute dans ce modele.
Comparer cette expression a [I'estimation qualitative
précédente et commenter.

On se place toujours dans le cas d’une chute verticale. Aprées
une certaine durée de chute, correspondant a I'instant noté ti,
alors que Félix a une vitesse égale a v1, il ouvre son parachute.
La force de frottement totale se met alors sous la forme kv.

2. Donner la nouvelle équation différentielle vérifiée
par la vitesse.

3. La résoudre analytiquement et déterminer les
grandeurs pertinentes qui la caractérise, notamment la vitesse
limite que l'on notera vi et le temps typique mis pour y
parvenir.

4, Tracer l'allure de la vitesse au cours de la chute, en

prenant vi > 1.

4 Extraction de données a partir d’une
courbe expérimentale

Soit un systéme dont une grandeur notée u(t) est régie par
une équation différentielle d’ordre 1 a coefficient constant,
avec un second membre nul a partir d’un instant to. L'évolution
de cette grandeur est donnée par le graphe ci-apres.

1. Déterminer to et donner la condition initiale sur u(t).

2. Déterminer le temps typique de décroissance 0.

3. Ecrire u(t).
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5 Démarrage d’une voiture

Une voiture M initialement immobile suit la voiture qui la
précede, qui démarre a la vitesse voa lI'instant ¢t = 0. La vitesse
de M est continue. On admet que I'’équation différentielle qui



. .
régit le comportement de M est tel que, pour injection R (pA)
t<T 7 'j—"z 4+ v = de courant  du potentiel de membrane 100 Soucant sarror
. . [ >— Vm 0 e
1. Montrer que dans cet intervalle, la solution de cette i
. . courant entrant
équation est v(t) = 0. A quoi correspond 1 ? v

Pour t > 1, on admet que I'’équation différentielle est de la
dv 4 . _,
forme :72°q; + U = o,

2. Résoudre I'équation différentielle dans cet intervalle,
en prenant garde a la continuité de v et a la date des
conditions initiales. Tracer l'allure de v(t) dans les deux
intervalles. A quoi correspond 2 ?

3. Déterminer la position de M, x(t), en fonction du
temps.

6 Amortissement?

On envisage le mouvement d’un point dont la position est
notée x(t). On admet que cette position est régie par
I’équation différentielle suivante : X + Blx = 0. 1. Déterminer
x(¢t) six(t=10) = xo.

Pour t > ti. On admet que |'’équation différentielle est
maintenant de la forme : X’ Blx = 0. On admet que x(t) est une
fonction continue. 2. Déterminer x(t) pour t > t1.

3. Reprendre les deux questions précédentes si I'on change
la date de la condition initiale : déterminer x(t) si x(to) = Xo.

7 Equation sur la vitesse

On envisage le mouvement d’un point dont la position est
notée x(t). On admet que cette position est régie par
I’équation différentielle suivante : X" + Blx" = 0.

1. Déterminer x'(t) si x'(t = 0) = vo. En déduire x(t) si on sait
en plus que x(t = 0) = xo.

Pour t > ti1. On admet que |'’équation différentielle est
maintenant de la forme : X" Bx" = 0. On admet que x'(t) est
une fonction continue. 2. Déterminer x'(t) et x(t) pour t > t1.

3. Reprendre les deux questions précédentes si I'on change
la date de la condition initiale : déterminer x(t) si x(to) = xo et
X (t = to) = vo.

8 Comportement de la membrane d’un
axone

La membrane neuronale est constituée d’une bicouche
lipidique a travers laquelle des ions peuvent circuler par
I'intermédiaire de canaux dits canaux ioniques. Cette
circulation d’ions correspond a un courant électrique, a travers
les canaux ioniques. Dans une premiére expérience, on impose
un courant transmembranaire en forme d’échelon et on
mesure la tension transmembranaire induite par cet échelon.

dépolarisation
-50 _/’_\ hyperpolarisation
i =t oL st s S

-70

potentiels électrotoniques

La durée totale de I'échelon de courant sortant est 4ms. A
I'aide de ces courbes expérimentales, on cherche a déterminer
I'équation différentielle qui régit le comportement de la tension
transmembranaire V (t).

1. D’aprés les graphes précédents, proposer une
expression pour V (t) dans la partie dépolarisation. On
introduira tous les parametres pertinents nécessaires et on les
estimera sur le graphe.

2. En déduire I'équation différentielle vérifiée par V ()
dans cette partie.
3. On suppose que la dépolarisation est stoppée a une

date ts= 30 et que V (t) est alors régie par la méme équation
gue précédemment, mais sans second membre. Déterminer V
(t) pour t > tsen supposant que V (t) est continue en ts.

Deuxieme partie

Analyse qualitative et semi-
guantitative d’éguations non-
linéaires

9 Autre modele de I'accélération d’'un TGV

Soit un TGV de masse m soumis a une force Fo. On prend en
compte une force de frottement en kvZ.

1. Déterminer I'équation différentielle vérifiée par v(t). 2.
Déterminer l'allure et les grandeurs pertinentes de v(t)
solution de cette équation pour v(t = 0) = 0 (valeur
asymptotique, pente initiale, temps typique d’évolution).

3. Méme question si la vitesse initiale est vo.

10 Base Jump et Cx

Un corps de surface S qui se déplace dans l'air a allure
importante subit une force de frottement de norme

2
Cz Spair %




1. Estimer le Cxd’un homme en chute libre, connaissant
sa vitesse limite, de l'ordre de 2.102km/h.
2. Estimer le temps mis pour atteindre sa vitesse limite.

11 Modele d’atterrissage sur Mars

Voici quelques courbes donnant I'altitude en fonction de la
vitesse de quelques sondes envoyées sur Mars.
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1. Dans quel sens sont parcourues ces courbes pendant

I'atterrissage? Identifier I'altitude zo en dega de laquelle on ne
peut pas négliger les frottements de I'atmosphére.

Soit une sonde de masse m. A l'issue de la premiére phase,
la sonde a une vitesse vo, une altitude zo. On suppose que la
force de frottements peuvent se mettre sous la forme Fr= bv3.
On considére le champ de gravité comme uniforme de norme
gm-

2. Donner la dimension du terme b. A quoi correspondil
physiquement (que signifie avoir un grand b ou au contraire
avoir un petit b)?

3. Donner I'équation différentielle vérifiée par la vitesse
v(t).
4, Prévoir le comportement et lallure de v(t).

Construire les grandeurs typiques de son évolution : valeur
asymptotique, pente initiale, temps typique d’évolution. On se
placera pour le tracé de I'allure dans le cas ol

V0 > Viim.

5. En déduire lallure de z(t) puis celle de v(z).
Commenter I'accord avec le graphe.

12 Analyse d’un systeme stable

Le satellite ENVISAT peut détecter de faibles mouvements
du sol au cours du temps. De tels mouvements précedent
souvent un séisme et leur détection est fondamentale pour
assurer la sécurité des personnes. On étudie ici un modele
cinétique d’évolution de la hauteur du sol avec le temps en un
point du parc de Yellowstone. On admet qu’en début de
gonflement, I'’équation qui régit la hauteur h(t) du sol en ce
point est de la forme : h" + Blh*= a. On admet qu’a I'instant 0,
h=0.

(a) Passage du satellite & la verticale du point P (b) Image InSAR de la délormation du sol &
a t (sol horizontal) el t; (elevation locale du sol parfir de données receuillies par le satellite

d'une hauteur maximum Hme). ERS2 entre 1996 et 2000 (USGS).

FIGURE 9 — Mouvement du sol localisé dans le parc de Yellowstone, USA

1. Analyser cette équation : prévoir le comportement
de la solution, son temps typique d’évolution, sa valeur
asymptotique.

2. Tracer l'allure de h(t) en figurant toutes les gandeurs
pertinentes.

13  Tribologie

On étudie le mouvement d’'une masse m sur un plan incliné
d’un angle @ par rapport a I’horizontale. La masse est lancée
dans un mouvement ascendant avec une vitesse initiale vo. On
admet que la masse m est soumise, en plus de son poids et de
la réaction normale a des frottements fluides, de résultante !f
dont l'intensité f croit avec le module de la vitesse vselon : f=
nV"; avec net n des constantes réelles positives. On considere
I'angle suffisamment grand pour que I'équilibre ne soit pas
possible.
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1. Etablir I'équation différentielle d’évolution de la
vitesse x'.

2. En déduire les expressions de la vitesse limite atteinte

asymptotiquement par le point matériel, qu’on notera v, et
d’une durée caractéristique d’évolution, qu’on notera B. On
présente sur les courbes ci-dessus des trajectoires dans
I'espace des phases (x; 'x) correspondant a une méme vitesse
initiale pour différentes valeurs de la masse du point matériel,
indiquée en kg.

3. Expliqguer comment lire la vitesse asymptotique d’'un
mouvement sur les portraits de phase. Donner en particulier,
pour les deux figures, la vitesse asymptotique correspondant
a m = 2kg. Déduire des différentes valeurs de vicelle de n.

4. Tracer l'allure de la trajectoire (x; x) correspondant a
m = 3kg et a la condition initiale x =500m et x’ = 0m.s 1. On
justifiera les coordonnées des points remarquables.



Troisieme partie

Résolution analytique
d’éguations non-linéaires

14 Vitesse d’une réaction chimique

Soit un systeme siege d’une réaction chimique telle qu’une
des concentrations, notée x(t) vérifie I'équation différentielle
= kv,

1. Déterminer x(t) si I'on prendre x(t = 0) = xo.

2. En déduire une expression du temps de
demiréaction, B12, tel que x(B12) = Xxo/2. Vérifier
I’'hnomogénéité de cette relation et déterminant grace a
I'équation ’'homogénéité de k.

il __ e 3/2 ot — —
3. Mémes questionssi @ — K7 et a(t=0) = Lo,

15 Systeme instable?
Soit un systéme régi par I'équation différentielle x™ = kx2.
1. Déterminer x(t) sachant que x(0) = xo.
2. Le systeme est-il stable en xo ? Construire un temps

typique par analyse dimensionnelle. A-t-il une signification
physique?

16 Evolution d’une étoile double

On considére une étoile double, constituée d’une étoile treés
massive et d’une étoile moins massive qui lui tourne autour. La
Relativité Générale montre qu’une masse accélérée rayonne
de I’énergie sous forme d’ondes gravitationnelles et |a distance

R entre les deux étoiles vérifie I'équation différentielle :
dR _  _k_ . , .
dt — R®1.Alinstant t = 0, le rayon est Ro. Déterminer R(¢).

Représenter la trajectoire de I'étoile mobile.
2. Déterminer le temps @12, tel que R(@1/2) = Ro/2.

17 Freinage d’'un TGV

Lors du freinage d’un TGV de masse m, la vitesse v(t) vérifie

I'équation : %(%”"’-’2) = av’

1 - Exprimer le terme de gauche en fonction de m, v et
v'. En déduire une équation liant v', &I, m et v.

2 - Résoudre cette équation si v(t = 0) = vo. Tracer
I'allure de v(t).

3 - Déterminer I'instant to qui correspond a une vitesse
vo/2.

4 - La position x(t) est définie par :Y = . Déterminer

x(¢t) en prenant x(t = 0) = 0. Tracer l'allure de x(t).
5 - Déterminer la distance parcourue a l'instant to.






